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Kurzzusammenfassung. In der Elektrotechnik, speziell bei dem Betrieb von Strom-
netzen, ist es wichtig, die aktuellen Groflen, also Strome, Spannungen usw. zu kennen bzw.
zu berechnen, um Havariefdllen vorzubeugen. In groflen Verteilernetzen sind z. B. jedoch
die Bediirfnisse der Verbraucher nicht hinreichend genug bekannt und zudem variabel.
Daher werden Messgerite eingesetzt, mithilfe derer spezielle Gréflen im Netz bestimmt
werden konnen.

Diese Diplomarbeit untersucht die Problemstellung, bei der gefragt wird, ob ein gegebenes
Netz auch bei einem Ausfall von & beliebigen Messgeraten tiberwachbar bleibt, d. h. ob die
gewiinschten Gréflen noch berechenbar sind. Mithilfe einer Arbeit von Jochen Alber und
Markus Péller wird dieses Problem auf das im Folgenden MATRIXROBUSTHEIT genann-
te Problem zuriickgefiihrt: Hat eine gegebene, sogenannte Sensitivitdtsmatrix nach dem
Ldschen von k beliebigen Zeilen noch vollen Rang? In der vorliegenden Arbeit werden zur
Bestimmung der Komplexitiat von MATRIXROBUSTHEIT diverse Aquivalenzen zu anderen
Problemformulierungen aufgezeigt, z. B. zu dem bekannten MINIMUM DISTANCE aus der
Codierungstheorie. Mithilfe dieser wird die NP-Vollstandigkeit fiir den Fall bewiesen, in
dem die Sensitivitdtsmatrix auf endliche Rdume beschrankt ist. Die Komplexitat des fiir
die Praxis wichtigeren Falls, bei dem eine Sensitivitdtsmatrix auf einem unendlich Raum
gegeben ist, bleibt eine offene Fragestellung.

AuBlerdem werden Losungsalgorithmen fiir MATRIXROBUSTHEIT entwickelt. Dazu zahlt
ein exakter Polynomialzeit-Algorithmus fiir einen Spezialfall, ein auf Mixed Integer Pro-
gramming (MIP) basierender, exakter Algorithmus und eine nicht exakt rechnende Po-
lynomialzeit-Heuristik, wobei der MIP-Ansatz und die Heuristik sowohl auf realistischen
Daten, generiert aus Stromnetzwerken, als auch auf synthetischen Daten getestet wurde.

Schliefllich werden interessante Beziehungen zu weiteren Problemen aufgezeigt, die An-
satzpunkte fiir fortfiihrende Untersuchungen bieten koénnten. In diesem Teil der Arbeit
wird zusétzlich eine in der Literatur referenzierte Aussage vorgestellt, die eine Antwort
auf die Komplexitatsfrage fiir MATRIXROBUSTHEIT bzgl. unendlicher Rdume hétte geben
konnen, deren Beweis jedoch einen in dieser Arbeit aufgezeigten Fehler beinhaltet.






Abstract. For the management of a power network it is essential to know or be able
to calculate the current values, e.g. active and reactive powers, voltages etc. such that,
in the event of an unexpected behavior emergency actions can be initiated. But in large
distribution network some values change over the time. Thus, measurements are installed
to determine the required values.

This diploma thesis analyzes the question whether a network remains observable, i.e.
whether the required values are still calculable, even if any k measurements fail. Using
a work of Jochen Alber and Markus Poller this question leads to the problem MATRIX
ROBUSTNESS: Does a given, so-called sensitivity matrix have full rank after dropping an
arbitrary set of k rows? In this thesis divers equivalences to other problems are presented,
e.g. to the well-known MINIMUM DISTANCE from coding theory. Using this equivalence
the NP-completeness is proven when restricting the sensitivity matrix to finite fields. The
complexity for infinite fields remains open.

Furthermore, algorithms solving MATRIX ROBUSTNESS are developed. This includes an
exact polynomial-time algorithm for a special case, an exact algorithm based on mixed
integer programming (MIP) and a non-exact polynomial-time heuristic. Both the MIP
based algorithm and the heuristic are tested on realistic data generated from power network
models and synthetic data sets.

Finally, some interesting relationships to further problems are presented that may provide
starting points for future research. In addition, this part of the diploma thesis presents a
flaw in a proof in the literature for the case of infinite fields that could have settled the
question for the complexity of MATRIX ROBUSTNESS in the case of infinite fields.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

,Elektrischer Strom ist heute eine der wichtigsten Methoden, Energie zu transportieren
und bereitzustellen. So wird heute die gesamte Beleuchtung, die meisten Haushaltsgerate
und die gesamte Elektronik und Rechnertechnik mit elektrischer Energie betrieben. Au-
tos mit elektrischem Antrieb werden als umweltfreundliche Alternative zu herkémmlichen
benzinbetriebenen Gefahrten propagiert. Auch medizinische Gerédte vom Rontgenappa-
rat tiber den Kernspintomographen bis hin zum Zahnarztbohrer werden mit elektrischer
Energie betrieben.*

So wird in der freien Enzyklopéadie Wikipedia [Wik05] die technische Nutzung des Stroms
beschrieben und damit die Wichtigkeit von elektrischem Strom aufgezeigt. Denn fiir die
meisten Bewohner der Industrielénder ist ob der vielfdltigen Nutzung elektrischer Energie
ein Leben ohne Strom nur noch schwer vorstellbar. Als Kernaussage lasst sich festhalten,
dass elektrischer Strom derzeit das wichtigste Energietransportmittel ist. Dieser Transport
geschieht bekanntlich {iber Stromleitungen, die zu Stromnetzen zusammen geschaltet sind.

Eine wichtige Aufgabe des Netzbetreibers ist es, den Zustand des Stromnetzes zu tiberwa-
chen, um Havariefille frithzeitig zu erkennen und zu vermeiden. Dazu wird als Grundlage
das Stromnetz mathematisch als Gleichungssystem modelliert. Dabei miissen zunachst fiir
jeden Knoten die sogenannten Kirchhoff’schen Sétze festgehalten werden, die dem Fluss-
erhaltungsgesetz aus der Graphentheorie entsprechen. Als Verbindungen zwischen den
Knoten (Zweigen) gibt es verschiedene Elemente, wie z. B. einfache Leitungen oder Trans-
formatoren. Diese erhalten jeweils einen geeigneten Satz an Modellgleichungen. Zusétzlich
liegen empirische (zeitabhéngige) Daten fiir die Punkte im Netz vor, wo Leistung einge-
speist bzw. abgenommen wird.

Mit den Knotensummen, den Modellgleichungen und den Daten als Einspeise- und Ab-
nahmegleichungen kann durch Losung des entstehenden Gleichungssystems der sogenannte
Lastfluss des Stromnetzes berechnet werden. Dabei werden z. B. Variablen wie der Strom
an allen Zweigen und die Spannung an allen Knoten bestimmt, wie in Abbildung 1.1 dar-
gestellt ist. Mithilfe des Lastflusses ldsst sich tiberpriifen, ob ein gegebenes Netz unter
den angenommen Werten fiir Einspeisung und Abnahme keine kritischen Werte, wie z. B.
einen zu hohen Strom auf einer Leitung, annimmt.

Im laufenden Betrieb eines Stromnetzes sollte jedoch die Verwendung von empirischen Da-
ten vergangener Messungen eingeschrankt werden, da der aktuelle Zustand des Systems

1
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Abbildung 1.1: Ausschnitt aus einem modellierten Stromnetz mit berechnetem Lastfluss.
Dargestellt sind zu jedem Zweig (Lines als einfache Leitungen, T2 als Transformator, Load C als Abnehmer)
die Wirk- und Blindleistung und zu jedem Knoten (Bus) die Spannung und der Phasenwinkel.

berechnet werden muss. Statt der empirischen Daten fiir Einspeise- und Abnahmepunkte
werden nun Messgeréte eingesetzt, um das Gleichungssystem zu vervollstandigen. Da es
jedoch sehr kostenaufwéndig ist, an jedem Abnahme- bzw. Einspeisepunkt ein Messgerét
zu installieren, werden diese an wirtschaftlich besser gewéhlten Stellen verwendet. Sind
geniigend Messgerdte vorhanden, konnte dieselbe Berechnung wie beim Lastfluss ange-
setzt werden, um das Gleichungssystem zu losen. Allerdings gibt es Messfehler, Fehler
in der Ubertragung der Messwerte und andere Storfaktoren. Daher wird eine Lésung ge-
sucht, die den Messwerten moglichst gut entspricht. Mathematisch ausgedriickt wird das
quadratische Mittel der Abweichungen von gemessenen (calVal;) und berechneten Werten
(meaVal;) minimiert:

f(z) = sz‘ - |calVal;(z) — meaVal;|%.

Der Zustandsvektor x umfasst dabei alle Strome und Phasenwinkel, sowie alle Variablen,
die geschatzt werden sollen. Summiert wird iiber alle Messgerédte. Das Gewicht w; wird
verwendet, um verschiedene Messgerite-Genauigkeiten einflielen zu lassen. Diese Art und
Weise den Zustand eines Stromnetzes (ndherungsweise) zu berechnen wird State Estima-
tion genannt. Sie wurde 1967 von Hodges eingefiihrt [Hod67] und fiir sie stehen eine Reihe
von Vorgehensweisen zur Verfiigung (fiir einen Uberblick und weitere Referenzen siehe
[MCRY4]). Abbildung 1.2 zeigt denselben Ausschnitt wie Abbildung 1.1 mit dem Ergebnis
einer State Estimation.

FEine solche Zustandsschétzung ist jedoch nur moglich, wenn geniigend Messgerate wohl-
verteilt im Netz vorhanden sind. Man bezeichnet ein Netz als (vollstindig) tiberwachbar,
wenn alle benotigten Zustandsvariablen durch die Messungen mit der oben genannten
Formel geschétzt werden konnen [Cle90].

Die Bestimmung, ob ein Netz iiberwachbar ist oder nicht, wird auch als Observability
Analysis bezeichnet. Wird ein System nicht iiberwachbar, miissen neue Messgeréite in-
stalliert werden. Dies kann passieren, wenn Messgerite ausfallen oder Verdnderungen an
der Netzwerktopologie, wie z. B. das Teilen eines Busses oder das Abschalten einer Lei-
tung vorgenommen werden. Dann muss entschieden werden, welche Messgerate an welchen
Orten installiert werden sollten, damit das Netz moglichst kostengiinstig wieder iiberwach-
bar wird. Diese Aufgabenstellung ist als Optimal Meter Placement bekannt. Wahrend das
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Abbildung 1.2: Ausschnitt aus einem modellierten Stromnetz mit Zustandsschéatzung. Rote
Farbe steht fiir eine bendtigte Zustandsvariable. Die Quadrate stellen mogliche Positionen fiir Messgeréte
dar, wobei die griin eingefarbten mit solchen bestiickt tatsdchlich sind.

Optimal Meter Placement eher vereinzelt angewandt wird (bei der Planung eines Netzes
oder bei einem Ausfall von Messgeriten), ist die Observability Analysis als Teil des State
Estimation-Prozesses in Energie-Management-Systemen [Din04, AP05] integriert.

Die Motivation dieser Arbeit ist es, die Messung eines gegebenen Netzes (vor der In-
betriebnahme) zu einem gewissen Grad ausfallsicher zu machen. In der Literatur gibt
es dazu bereits einige, meist heuristische Ansétze, wobei der Ausfall einzelner Mess-
gerdte und einzelner Leitungen, sowie deren Zusammenwirken im Vordergrund stehen
[PMCKS88, BZZG95, MA00, AMO01, HLAO03]. Dabei werden vielfdltige Arten von Algorith-
men vorgestellt, wie genetische Algorithmen [EZ04] oder Simulated Annealing [ATFO01].
Nur wenige Arbeiten beschéftigen sich jedoch mit kombinatorisch komplexeren Szenarien,

wie der Absicherung gegeniiber dem Ausfall von mehreren Messgerdten und Leitungen
[DAO02].

An dieser Stelle setzt die vorliegende Arbeit an, die die algorithmische Komplexitéat ei-
ner solchen Problemstellung untersucht. Dabei wird ausschliefilich auf den Ausfall von
Messgeréten eingegangen. Exakt gesprochen soll der Ausfall von bis zu k Messgeraten
die Observierbarkeit des Netzes nicht beeinflussen. Als Ausgangspunkt wird dazu eine
Sensitivitdtsmatrix angenommen, wie sie in [AP05] eingefiihrt wurde. Dies fithrt zu den
Problemstellungen der MATRIXROBUSTHEIT und der MINIMALEN ROBUSTEN SUBMATRIX,
wobei letztere im Sinne von elektrischen Netzwerken als Robust Meter Placement bezeich-
net werden konnte.

1.2 Ziele und Inhalt

Das Hauptziel der Untersuchungen zur MATRIXROBUSTHEIT ist die Bestimmung der Kom-
plexitdt des Problems. Dazu werden mehrere, im Sinne der polynomialen Many-One-
Reduktion! verwandte Problemstellungen betrachtet, die in Abbildung 1.3 dargestellt sind.

!Eine Menge A ist many-one-reduzierbar auf eine Menge B, kurz A <,, B, wenn eine berechenbare,
total definierte Funktion f existiert, so dass © € A < f(z) € B. Die Funktion f heifit polynomiale Many-
One-Reduktion, wenn sie in Polynomialzeit berechenbar ist. Dies wird dann als A <P, B geschrieben.

3
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Abbildung 1.32. Ergebnistibersicht. Die Symbole <?, und =%, bezeichnen die polynomiale Many-One-
Reduktion bzw. Aquivalenz. Bis auf die Problemstellung UMFASSENDSTE HYPEREBENE, zu der Lésungsal-
gorithmen entwickelt werden, sind alle Probleme Teil der Komplexitatsuntersuchung von MATRIXROBUST-
HEIT.

Zunichst wird in diesem Kapitel das Problem MATRIXROBUSTHEIT definiert und dazu
verschiedene einfache Aquivalenzen vorgestellt, namlich zu MATRIXSCHWACHE, UMFAS-
SENDSTE HYPEREBENE und ELIMINATION VON LINEARKOMBINATIONEN.

Ausgehend von MATRIXSCHWACHE wird anschlieend in Kapitel 2 iber MINIMUM CIR-
cuIT aus der Matroidtheorie als Zwischenschritt die Aquivalenz zu MINIMUM DISTANCE
aus der Codierungstheorie gezeigt. Damit konnen vorhandene Komplexitéatsbetrachtungen
zu MINIMUM DISTANCE auf MATRIXROBUSTHEIT iibertragen werden. Eins dieser Ergeb-
nisse ist die NP-Vollstandigkeit von MINIMUM DISTANCE.

Wegen der NP-Vollstéandigkeit beschéftigt sich Kapitel 3 mit der Entwicklung eines Algo-
rithmus fiir MATRIXROBUSTHEIT, der auf Mixed Integer Linear Programs (MIP) basiert.
AuBerdem wird eine davon abgeleitete Heuristik angegeben. Beide betrachten die zu MA-
TRIXROBUSTHEIT adquivalente Problemstellung UMFASSENDSTE HYPEREBENE.

Neben dem Beweis der NP-Harte von MATRIXROBUSTHEIT und der Entwicklung von Algo-
rithmen dazu gibt es eine Reihe von weiteren Ergebnissen, die fiir die zukiinftige Forschung
von Interesse sein konnten. Darunter fallen die Zusammenhénge zu den Problemen KAN-
TENZUSAMMENHANG und DOMINATING SET in Graphen. Weiterhin kann das sogenannte
NULLRAUM-Problem, welches zum Losen von Gleichungssystemen verwendet wird, auf Mi-
NIMUM CIRCUIT reduziert werden. Der in der Literatur zitierte Beweis zur NP-Hérte von
MiNiMuM CIRCUIT, der in diesem Zusammenhang in [McC83] gefiihrt wird, ist allerdings
fehlerhaft. Dieser Fehler wird zusammen mit den genannten Reduktionen in Kapitel 4

4



1.3 Observability Analysis und Optimal Meter Placement

vorgestellt. Dank der Aquivalenz von MINIMUM CIRCUIT zu MINIMUM DISTANCE bleibt
die getroffene Aussage zur Komplexitdt von NULLRAUM jedoch erhalten.

1.3 Observability Analysis und Optimal Meter Placement

Um eine Zustandsschétzung eines Stromnetzes zu ermoglichen, miissen geniigend Daten-
quellen (Messgerate) auf die richtige Art und Weise im Netz verteilt vorhanden sein. Mit
der sogenannten Observability Analysis wird dies tiberpriift. Methoden zum Optimal Meter
Placement dagegen versuchen moglichst kostengiinstig in nicht tiberwachbaren Netzwer-
ken Positionen fiir zusétzliche Messgerite zu finden, so dass die Zustédnde (Variablen, die
geschétzt werden sollen) tiberwachbar sind.

In Abschnitt 1.1 wurde die folgende Definition gegeben: Ein Netzwerk ist genau dann ob-
servierbar, wenn die State Estimation moglich ist. Diese Definition ist jedoch abhéangig von
der Art und Weise, wie die State Estimation durchgefiihrt wird. Daher gibt es verschiedene
Definitionen fiir Observierbarkeit, die letztendlich angewandt werden.

Fiir die erste Definition wird die sogenannte Measurement-Jacobi-Matrix H oder die damit
eng verwandte Gain-Matrix G herangezogen, welche vollen Rang besitzen und wohlkon-
ditioniert sein miissen, damit die State Estimation durchfiihrbar ist. Dies wird auch als
numerische Observierbarkeit bezeichnet [Bre96, Gou05, HIO1]. Ein Vorteil der numeri-
schen Observierbarkeit ist, dass die dazu notwendigen Routinen (Dreieckszerlegung von
Matrizen, GauB-Elimination) bereits in einem State Estimator implementiert sind.

Aufgrund der Algorithmen, die zur Bestimmung der oben definierten Observierbarkeit
herangezogen werden, enstehen u.a. durch die limitierte Wortlange in den Rechnern nu-
merische Fehler. Dies kann zu Folge haben, dass das Ergebnis nicht korrekt ist. Daher gibt
es weitere Ansétze Observierbarkeit zu definieren, deren Umsetzungen ohne numerische
Operationen auskommen. Eine davon ist die sogenannte topologische Observierbarkeit. Sie
gilt genau dann, wenn sich in dem als Graph interpretierten Netz ein Spannbaum? mit einer
Messwertzuordnung finden lasst [BLABO5]. Eine Messwertzuordnung ist eine Zuordnung
von je einem Messgerit zu jeder Kante des Spannbaums, wobei folgende Eigenschaften
gelten miissen:

e Verschiedenen Kanten werden verschiedene Messgeréte zugeordnet.

o Ist das Messgerit fiir eine Kante eine Einspeisungsmessung (Injection Measurement),
so muss es an einem der Endpunkte der Kante installiert sein.

o Ist das Messgerit fiir eine Kante eine Flussmessung (Flow Measurement), so muss
es den Fluss der Kante entsprechenden Leitung messen.

Zu diesem recht spezialisiertem Ansatz lassen sich einige Arbeiten finden [MT91, JKBT03,
KKCDO03, BLAB05, JBT05], wobei Ausnahmen zu verzeichnen sind, die zur Bestimmung
der topologischen Observierbarkeit auch numerische Methoden verwenden [KKO03].

Die dritte Variante ist eine Abschwéchung der numerischen Uberwachbarkeit und wird
symbolische bzw. algebraische Observierbarkeit genannt. Sie gilt genau dann, wenn die
Measurement-Jacobi-Matrix H vollen Rang besitzt. Die Kondition der Matrix wird nicht

2Ein Spannbaum ist in der Graphentheorie ein Teilgraph eines ungerichteten Graphen, der ein Baum
(kreisfrei und zusammenhéngend) ist und alle Knoten des Ausgangsgraphen enthélt.
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berticksichtigt. Dadurch ist es moglich nicht-numerische Verfahren zu entwickeln [Che90,
BL98].

In dieser Arbeit wird ein neuer Ansatz verfolgt. Er basiert auf der Sensitivitdtsmatrix aus
[AP05], die es erlaubt alle Arten von Messungen abzudecken. Die Definition der Obser-
vierbarkeit entspricht jedoch der algebraischen. Allerdings lassen sich die oben genannten
Arbeiten zur algebraischen Observierbarkeit nicht tibertragen, da nun eine Matrix anderen
Ursprungs verwendet wird als jene, auf denen diese Arbeiten aufbauen. Auflerdem sollen
nun zusatzlich multiple Ausfille von Messgeraten berticksichtigt werden.

1.4 Matrixrobustheit

Als Ansatzpunkt fiir die Untersuchung der Komplexitéit der Robustheit einer Netzwerk-
iiberwachung werden Sensitivitdtsmatrizen verwendet, die wie folgt definiert sind.

Definition 1.1
Gemessen seien m Griflen Y = (yi1,...,Ym) mit denen n Zustinde X = (x1,...,Tp)
geschatzt werden sollen. Die Sensitivitdtsmatrix st definiert als

Iy .. Iy
8331 87571
Y . . .
Sy = : oo
Oym ... Oum
8331 87571

Dabei bezeichnet gf;’; die Sensitivitat von y; bzgl. ;.

Die Sensitivitédt einer Grofle y; bzgl. eines Zustands z; gibt an, wie eine Veranderung des
Zustands x; das Messgerat y; beeinflusst. Da die Beeinflussung nicht linear ist, wird die
Sensitivitdt numerisch durch infinitesimale Stérungen bestimmt.

In [APO5] werden nun die folgenden Aussagen getroffen. Ist ein Messgerat-Sensitivitéts-

vektor

dy dy
8901””’8:0”)
eines Messgeréts y als Linearkombination von anderen Messgerét-Sensitivitatsvektoren
darstellbar, so enthélt sensx (y) keine ,,neuen Informationen* gegeniiber den anderen Vek-
toren. Eine Menge y;,, . .., y;, enthalt somit genau dann redundante Messungen, wenn die
Messgerat-Sensitivitatsvektoren zu y;,, ..., y;, linear abhéngig sind.

sensx (y) := (

Wenn andererseits die Zustand-Sensitivitatsvektoren

Oz Oz,

sensY (x,) = (

und sensY (z;,) fiir die zwei Zustinde z;, und x;, linear abhiingig sind, so kann zwischen
den beiden Zustédnden nicht unterschieden werden. Sie sind somit nur als Gruppe iiber-
wachbar, jedoch nicht individuell. Allgemein gesprochen ist eine Menge von Zustédnden
Ty, ..., 2, genau dann (individuell) iiberwachbar, wenn die korrespondierenden Zustand-
Sensitivitatsvektoren linear unabhéngig sind.

Aufgrund dieser Beobachtungen wird in [AP05] Observierbarkeit wie folgt definiert, wobei
jedoch beachtet werden muss, dass die unvermeidliche Diskretisierung der Sensitivitaten
einen Einfluss auf die linearen Abhangigkeiten von Vektoren hat.
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1.5 Aquivalente Problemformulierungen

Definition 1.2
Eine Menge X von n Zustdnden ist durch eine Menge Y von m gemessenen Groflen genau
dann tUberwachbar, wenn die m x n-Sensitivititsmatrix S}? den Rang n besitzt.

Mit diesem Hintergrundwissen kann nun das Problem auf einfache Art und Weise formu-
liert werden, wobei zwischen einer Entscheidungs- und einer Optimierungsvariante unter-
schieden werden kann. Da sehr einfach getestet werden kann, ob eine Matrix vollen Rang
besitzt, wird im Folgenden davon ausgegangen, dass eine Sensitivitdtsmatrix vollen Rangs
vorliegt.

Problem: MATRIXROBUSTHEIT

Instanz: Eine m x n-Sensitivitdtsmatrix M {iber einem beliebigen Korper K mit vollem
Rang n, m > n und eine positive ganze Zahl k.

Frage: Ist die Sensitivitatsmatrix robust gegeniiber dem Loschen von & Zeilen, d. h. bleibt
der Rang der Sensitivitdtsmatrix stets beim Loschen von k beliebigen Zeilen erhal-
ten?

Problem: MINIMALE ROBUSTE SUBMATRIX

Instanz: Eine m x n-Sensitivitdtsmatrix M {iber einem beliebigen Korper K mit vollem
Rang n, m > n und eine positive ganze Zahl k.

Ziel: Finde die kleinste m’ x n-Submatrix der Sensitivitdtsmatrix (also m’ < m), die
robust gegeniiber dem Loschen von k Zeilen ist.

Diese Arbeit konzentriert sich auf die Untersuchung von MATRIXROBUSTHEIT, wahrend
auf das Problem der MINIMALEN ROBUSTEN SUBMATRIX nur in einem einfachen Spezialfall
in Abschnitt 3.1 eingegangen wird.

1.5 Aquivalente Problemformulierungen

Ausgehend von dem Entscheidungsproblem MATRIXROBUSTHEIT werden im Folgenden
einige weitere Formulierungsvarianten festgehalten, die &quivalent im Sinne des Many-
One-Reduktionsbegriffes sind.

Komplement Statt der Frage, ob die Sensitivitdtsmatrix robust gegeniiber dem Loschen
von k Zeilen ist, kann auch gepriift werden, ob sie es nicht ist, was genau dann der Fall
ist, wenn k Zeilen der Sensitivitdtsmatrix ausgewahlt werden koénnen, so dass sich nach
deren Loschen der Rang der Sensitivitdtsmatrix verringert.

Problem: MATRIXSCHWACHE

Instanz: Eine m x n-Sensitivitdtsmatrix M {iber einem beliebigen Koérper K mit vollem
Rang n, m > n und eine positive ganze Zahl k.

Frage: Gibt es k Zeilen der Sensitivitdtsmatrix, so dass die Submatrix, die durch Loschen
dieser k Zeilen entsteht, nicht mehr den Rang n hat?



1. FEinleitung

Untersuchung der linearen Abhingigkeiten Es bezeichne ZV (M) die Menge der
Zeilenvektoren einer Matrix M. Die Verringerung des Ranges der Sensitivitatsmatrix tritt
offensichtlich genau dann ein, wenn es einen Vektor x € X aus einer Menge zu l6schender
Vektoren X C ZV(M) gibt, so dass x nicht als Linearkombination von Vektoren aus
ZV (M)\ X dargestellt werden kann. Somit ist die Frage, die in MATRIXSCHWACHE gestellt
wird, dquivalent zu der folgenden Problemstellung.

Problem: ELIMINATION VON LINEARKOMBINATIONEN

Instanz: Eine m x n-Sensitivitatsmatrix M tiber einem beliebigen Korper K mit Rang n,
m > n und eine positive ganze Zahl k.

Frage: Gibt es eine Zeile, die nach dem Loschen von k£ — 1 anderen Zeilen der Sensiti-
vitdtsmatrix nicht mehr als Linearkombination der verbliebenen Vektoren dargestellt
werden kann?

Finden einer Hyperebene Da die Sensitivitdtsmatrix vollen Rang besitzt, spannen
ihre Zeilenvektoren einen n-dimensionalen Raum auf. Reduziert sich der Rang um eins,
so spannen die Zeilenvektoren nur noch einen (n — 1)-dimensionalen Raum auf. Somit ist
es aquivalent zum Problem MATRIXSCHWACHE zu fragen, ob es eine Hyperebene gibt, die
mindestens n — k Zeilenvektoren enthélt. Denn die restlichen k£ Vektoren sind diejenigen,
die geloscht werden miissen, damit der Rang der Matrix fallt.

Problem: UMFASSENDSTE HYPEREBENE

Instanz: Eine m x n-Sensitivitatsmatrix M iiber einem beliebigen Korper K mit Rang
n, m > n und eine positive ganze Zahl k.

Frage: Gibt es eine Hyperebene in dem Raum K", die mindestens n — k viele Zeilenvek-
toren aus M enthalt?

Die hier vorgestellten Problemformulierungen werden im Folgenden genutzt, um die Kom-
plexitat von MATRIXROBUSTHEIT zu bestimmen. Wahrend UMFASSENDSTE HYPEREBENE
Grundlage der in Kapitel 3 entwickelten Algorithmen ist, wird MATRIXSCHWACHE als Ba-
sis fiir den Beweis von Aquivalenzen zu Problemen aus der Matroid- und der Codierungs-
theorie in Kapitel 2 und ELIMINATION VON LINEARKOMBINATIONEN als Ausgangspunkt
flir Beziehungen zu graphentheoretischen Problemen in Kapitel 4 verwendet.



Kapitel 2

Komplexitat

Ginstig fiir Komplexitatsbetrachtungen zu einem neuen Problem, wie in diesem Falle
MATRIXROBUSTHEIT bzw. MATRIXSCHWACHE, ist die Reduktion auf gelaufigere, evtl.
bereits untersuchte Problemstellungen.

Dieses Kapitel zeigt die Aquivalenz zwischen MATRIXSCHWACHE und einer verallgemei-
nerten Version des Problems MINIMUM DISTANCE aus der Codierungstheorie auf, wodurch
u. a. die NP-Vollstandigkeit von MINIMUM DISTANCE auf MATRIXROBUSTHEIT mit end-
lichem Korper K iibertragen werden kann. Die Aquivalenz beider Probleme wird unter
Verwendung des Problems MINIMUM CIRCUIT aus der Matroidtheorie als Zwischenschritt
gezeigt.

In Abschnitt 2.1 findet sich der Beweis der Aquivalenz von MATRIXSCHWACHE und MI-
NIMUM CIRCUIT, der viel Vorarbeit bedarf. Die Aquivalenz zwischen MINIMUM CIRCUIT
und MINIMUM DISTANCE ist dagegen relativ einfach. Neben dem Beweis hierzu erléautert
Abschnitt 2.2 zudem die genaue Herkunft und Namensgebung von MINIMUM DISTANCE.
Der letzte Abschnitt dieses Kapitels enthélt einen Uberblick zu den Komplexitétsunter-
suchungen zu MINIMUM DISTANCE und entsprechende Aussagen zur Komplexitdt von
MATRIXROBUSTHEIT.

2.1 Matroide

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass das Problem der MATRIXSCHWACHE dquivalent zu
dem MINIMUM CIRCUIT-Problem ist, welches wie folgt definiert ist.

Problem: MINIMUM CIRCUIT

Instanz: Eine m x n-Matrix M tiiber einem beliebigen Kérper K und eine positive ganze
Zahl k.

Frage: Gibt es eine k-elementige, linear abhéngige Menge von Spaltenvektoren in M?

Der Begriff Minimum Circuit entspringt der Matroidtheorie, in der minimale (linear)
abhangige Mengen auch als Kreise bezeichnet werden. Im Folgenden wird eine Einfiihrung
in diese Theorie gegeben, da Matroide und der zugehotrige Dualitdtsbegriff das zentra-
le Hilfsmittel im Beweis der Aquivalenz von MATRIXSCHWACHE und MINIMUM CIRCUIT

9



2. Komplexitdt

sind. Der Definition von Matroiden folgen Sitze zu aquivalenten Charakterisierungen.
Diese werden zur Einfithrung des Begriffs des dualen Matroiden benotigt. Schliellich wird
gezeigt, dass die Klasse der Vektormatroide (Matroide, die aus Matrizen gebildet wer-
den) abgeschlossen bzgl. der Dualitdt ist. Damit kann die oben genannte Aquivalenz im
Theorem 2.29 gezeigt werden.

Der Inhalt dieses Kapitels setzt sich hauptsachlich aus Matroid-Theorie und linearer Al-
gebra zusammen. Die hier vorgestellten Erkenntnisse iiber Matroide lassen sich u.a. in
[Ox104] oder [Wel76] nachlesen, die beide einen umfassenden Einblick in die Méachtigkeit
der Matroid-Theorie geben. Im Folgenden wird jedoch hauptséchlich auf [Ox104] Bezug
genommen (Quellenangabe der Beweise). Auf der anderen Seite sind die in Abschnitt 2.1.4
benotigten Aussagen der linearen Algebra bekannte Ergebnisse, die in den meisten ausfiihr-
licheren Werken iiber lineare Algebra, z. B. [Ant04] zu finden sind. Die vorgestellte Theorie
wird schlieBlich angewandt, um die Aquivalenz zwischen MATRIXSCHWACHE und MINI-
MUM CIRCUIT zu beweisen.

2.1.1 Definition

Ein Matroid stellt ein System U/ von Mengen iiber einer Grundmenge S dar, die als un-
abhéangig gelten sollen. Dabei miissen einige Figenschaften gelten, die diese Unabhéngigkeit
charakterisieren.

Definition 2.1
Ein Paar (S,U) mit S O |JU heifst Matroid, falls die folgenden drei Aziome gelten:

(11) o €U
(I2) AcU, BC A= Bel

(13) A,BeU, |B|>|Al = Jaec B\A: AU{a} €U
Fiir den Umgang mit Matroiden werden nun eine Reihe von Bezeichnungen eingefiihrt.

Bezeichnung 2.2
Sei M = (S,U) ein Matroid. Dann gelten folgende Bezeichnungen:

1. Die Mengen S und U werden auch mit S(M) bzw. U(M) bezeichnet.
2. Jedes A € U heifst unabhéngige Menge von M.
3. Jedes A C S mit A €U heifit abhéngige Menge von M.

4. Fine Menge B € U heifit Basis von M, falls B eine maximale unabhdngige Menge
von M ist, dh. VB'eUd: BC B'= B=1H'.
Die Menge aller Basen von M wird auch mit B bzw. B(M) bezeichnet.

5. Eine Menge C C S heifit Kreis von M, falls C' eine minimale abhdngige Menge von
M ist, d.h.YVC'CC¢gU:C" elU.
Die Menge aller Kreise von M wird auch mit C bzw. C(M) bezeichnet.

10



2.1 Matroide

Abbildung 2.1: Beispielgraph als Grundlage fiir einen Matroiden

An dieser Stelle wird deutlich, dass Matroide das Konzept der linearen Unabhangigkeit
aus der Vektorraumtheorie verallgemeinern, aus der offensichtlich die Begriffe der un-
abhéngigen und abhéngigen Mengen, sowie der Ausdruck Basis stammen. Zudem ent-
spricht Axiom (I3) dem Austauschsatz von Steinitz, mit dessen Hilfe der Hauptsatz fiir
endlich-dimensionale Vektorraume bewiesen werden kann.

Der Begriff Kreis kommt allerdings aus der Sprache der Graphentheorie. Denn auch Gra-
phen kénnen als Matroid aufgefasst werden, wie das folgende Beispiel verdeutlicht.

Beispiel 2.3

Gegeben sei der Graph (V, E) in Abbildung 2.1. Dieser Graph wird nun als Matrix mit
|V'| Spalten und |E| Knoten modelliert, indem jedem Knoten eine Spalte zugeordnet wird.
Fiir jede Kante gibt es eine Zeile mit —1 an der Position des Knotens mit dem kleineren
Index und 1 an der Position des Knotens mit dem gréfleren Index. Die restlichen Eintrage
in einer Zeile sind 0. Fiir das Beispiel ergibt sich die folgende Matrix.

‘ a b c d e

1/-1 0 0 0 O
21 -1 0 0 -1
310 1 -1 -1 O
410 0 1 1 1

Fasst man die linear unabhéangigen Mengen der Spalten dieser Matrix nun als Matroid auf
(aufgrund der Eigenschaften von linear unabhéngigen Mengen sind die Matroid-Axiome
erfiillt), ergeben sich folgende Grundmenge S, sowie die unabhéngigen und abhéngigen
Mengensysteme U und P(S) \ U. Graphentheoretisch entspricht P(S) \ U der Menge aller
nicht kreisfreien Kantenmengen des Graphen. Der Ausdruck P(S) bezeichnet die Potenz-
menge von S.

S = A{a,b,cd e}

@7
y = ] lanibhdchd) {e},
{a,b},{a,c},{a,d}, {a, e}, {b,c},{b,d}, {b,e}, {c, e}, {d, e},
L {a,b,c},{a,b,d},{a,b, e}, {a,c, e}, {a,d e}
({a,b,c,d, e},
{a,b,¢,d},{a,b,c,e}, {a,b,d, e}, {a,c,d, e}, {b,c,d,e},
}a,cci}d}, {b,c,d},{b,c,e}, {b,d, e}, {c,d, e},

11



2. Komplexitdt

Nun kann ein Beispiel fiir die Funktionsweise von Axiom (I3) gegeben werden. Betrachtet
man die unabhingigen Mengen A := {a,b,c} und B := {d}, so kann beispielsweise b zu
B hinzugenommen werden, um eine weitere unabhéngige Menge zu erhalten. Allerdings
erfiillt nicht jedes Element aus A diese Eigenschaft, da {c,d} eine abhéngige Menge ist.

In dem Matroid (S,U) ist B = {{a,b,c},{a,b,d},{a,b,e},{a,c,e},{a,d,e}} die Menge
der Basen. Diese sind alle gleichméchtig, was fiir die Kreise nicht gilt:

C ={{c,d},{b,c,e},{b,d,e}}.

Der Leser wird bereits bemerkt haben, dass die Menge der Kreise C des Matroiden der
Menge der einfachen Kreise des Graphen entspricht. Dieser Zusammenhang begriindet die
Namensgebung fiir die Menge C, soll hier aber nicht weiter vertieft werden. Als Nachschla-
gewerk empfiehlt sich [Ox104].

2.1.2 Aquivalente Charakterisierungen

FEin Matroid kann nicht nur durch seine unabhangigen Mengen, also U, charakterisiert
werden, sondern u. a. auch durch seine Kreise bzw. durch seine Basen. Fiir die Einfiihrung
des Dualitatsbegriffes wird die Charakterisierung durch Basen benétigt, welche nach ei-
niger Vorarbeit in Korollar 2.13 gezeigt wird. Die Charakterisierung durch Kreise wird
in dieser Arbeit nicht vollstiandig gezeigt, da lediglich die in der dquivalenten Charakteri-
sierung verwendeten Eigenschaften der Menge der Kreise benttigt werden. In Kapitel 1.1
von [Ox104], wo auch Matroide iiber die unabhingigen Mengen eingefithrt werden, wird
die vollstandige Charakterisierung durch die Kreismenge vorgestellt.

Theorem 2.4
Die Menge der Kreise C eines Matroiden M besitzt folgende Figenschaften:

(C1) zéc
(02) C,CoeCNCLCCy = C1=0

(C3) C1,03 €CNC1#CoNe€CiNCy = 3C3€C:03C (C1UC)\ {e}

Beweis: (z.T. entnommen aus [Ox104, Lemma 1.1.3])

Die Eigenschaft (C1) folgt direkt aus dem Axiom (I1) und (C2) aus der Minimalitét von
Kreisen. Angenommen (C; U C3) \ {e} enthélt keinen Kreis, ist also unabhéngig. Dann
ist (C1 UCy) \ {e} € U(M). Wegen C; # Cy kann nach (C2) ein f € Cy \ C; gewéhlt
werden. Da Cy eine minimale abhéngige Menge ist, folgt Co \ {f} € U(M). Wihle nun
eine maximale Teilmenge I von C; U Cy, die Cy \ {f} enthélt und unabhéngig ist. Damit
ist f ¢ I, da I sonst als Widerspruch zu (I2) einen Kreis enthalten wiirde. Zudem gibt es
ein g € C1, das nicht in I enthalten ist, da I nicht C; enthalten kann. Wegen f € Co \ C
sind g und f verschieden. Somit gilt

] < [(C1UC)\{f, g} =|C1UCo| =2 <[(C1UC) \ {e}].
Nach Axiom (I3) kann nun [ ergénzt werden, was der Maximalitdt von I widerspricht. OJ
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Abbildung 2.2: Beispielgraph als Grundlage eines Matroiden. Modifikation von Abbildung 2.1.

Beispiel 2.5

Um die Eigenschaft (C3) zu verdeutlichen, rekapitulieren wir den Matroiden aus Bei-
spiel 2.3. Darin sind Cy := {¢,d} und Cy := {b, ¢, e} zwei Kreise, wobei ¢ in beiden Kreisen
vorkommt. Nach (C3) muss es nun einen Kreis geben, der Teilmenge von (Cy U Cs) \ {e}
ist. Dies ist genau der dritte Kreis des Matroiden, namlich {b,d, e}.

Der auf diese Weise gewonnene Kreis kann i. A. allerdings sehr wohl eine echte Teilmenge
von (C1 U Cy) \ {e} sein. Betrachten wir dazu eine leichte Modifikation des Beispiels 2.3,
dargestellt in Abbildung 2.2. Hierfiir lautet die Kreismenge

C={{d,c,d,d},{bc,c e} {bd,d, e}}

Nun kann (C3) auf C] := {c,¢,d,d'} und C} := {b, ¢, , e}, sowie die Kante ¢ angewendet
werden. Die Menge C% := {b,d,d’,e} C {b,c/,d,d’,e} ist dann der gesuchte Kreis.

Bemerkung 2.6
Wie bereits angedeutet, geniigt eine Menge C, die (C1)—(C3) erfiillt, um einen Matroiden
zu charakterisieren. Dies wird u. a. in [Ox104] in Theorem 1.1.4 bewiesen.

Aus dem im vorhergehenden Theorem gewonnenen Ergebnis kann nun die folgende Aussa-
ge als technisches Hilfsmittel fiir weitere Beweise bzgl. der Charakterisierung durch Basen
abgleitet werden.

Lemma 2.7

Sei I eine unabhingige Menge in einem Matroiden M und e € S(M), so dass I U {e}
abhdngig ist. Dann besitzt M einen eindeutig bestimmten Kreis in I U {e} und dieser
Kreis enthalt e.

Bewets: ([Ox104, Proposition 1.1.6])

Aufgrund der Abhéngigkeit enthélt I U {e} einen Kreis und jeder Kreis in I U {e} muss e
enthalten, da sonst I nicht unabhéngig ware. Seien C' und C’ zwei verschiedene Kreise in
I'U{e}. Nach (C3) enthdlt (C'UC’)\ {e} einen Kreis. Wegen (C'UC’)\ {e} C I ist dies
ein Widerspruch. Somit gilt die Gleichheit zwischen C' und C". (]

Neben der Charakterisierung durch die Kreismenge kann ein Matroid auch durch die
Menge seiner Basen dargestellt werden. Um dies zu beweisen, werden die nachfolgenden
Aussagen bis inklusive Lemma 2.11 benoétigt, die in Kapitel 1.2 von [Ox104] enthalten sind.
Begonnen wird mit dem zum Hauptsatz iiber Vektorraume analogen Ergebnis, dass alle
Basen gleichmachtig sind.
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Lemma 2.8
Seien By und By zwei Basen eines Matroids M. Dann ist |Bi| = |Ba.

Beweis: ([Ox104, Lemma 1.2.1])

Angenommen |B;| < |Bz|, so kann B; nach Axiom (I3) aus Definition 2.1 zu einer gréfieren
unabhéngigen Menge erginzt werden, was der Maximalitatseigenschaft von Basen wider-
spricht. Somit gilt |B;1| > |Bz|. Analog kann |B;| < |Ba| gezeigt werden. O

Das obige Lemma rechtfertigt die folgende Definition, die auch aus der Vektorraumtheorie
iibernommen worden ist.

Definition 2.9
Die Machtigkeit einer Basis eines Matroids M nennt man den Rang von M.

Wie schon bei der Kreismenge reichen einige wenige Figenschaften der Basismenge ei-
nes Matroiden aus, um diesen zu charakterisieren. Bei der Charakterisierung durch die
Menge der Basen sind von den nachfolgend eingefiihrten Aussagen sogar nur (Bl) und
(B2) ausreichend. Die Eigenschaft (B3) stellt ein technisches Hilfsmittel dar, das bei der
Einfiihrung von dualen Matroiden genutzt wird.

Theorem 2.10
Die Menge der Basen B eines Matroids M besitzt folgende Figenschaften:

(B1) B+# &
(BQ) Bl,BQEB/\CCEBl\BQ = ElyEBQ\Bl:(Bl\{x})U{y}EB
(BS)) Bl,BQEB/\LEEBQ\Bl = HyEBl\Bgi(Bl\{y})U{x}EB

Bewets: ([Ox104, Lemma 1.2.2 und Lemma 2.1.2])
Die Eigenschaft (B1) folgt direkt aus (I1).

Seien Bj, Bz und z wie in (B2) gewahlt. Sowohl B; \ {z}, als auch Bs sind nach (I2)
unabhéngige Mengen. Zudem ist nach Lemma 2.8 |B; \ {z}| < |Ba|. Wegen (I3) gibt es
einy € By \ (B1 \ {z}), so dass (B1 \ {z}) U{y} € U(M). Offensichtlich ist y € By \ Bj.
Da (Bp \ {z}) U{y} unabhéngig ist, muss sie in einer maximalen unabhéngigen Menge
Bj enthalten sein. Nach Lemma 2.8 gilt |[Bj| = |B1| = [(B1 \ {z} U {y})|. Somit ist
(B1\{z})U{y} = B, woraus folgt, dass (B1 \{z})U{y} eine Basis von M ist. Die Menge
B(M) erfiillt also Eigenschaft (B2).

Seien Bj, By und x wie in (B3) gewahlt. Nach Theorem 2.7 enthélt By U{z} einen eindeutig
bestimmten Kreis C'. Da C' abhéngig und By unabhéngig sind, kann ein y € C'\ By gewéhlt
werden. Offensichtlich ist y € By \ Be. Zudem enthélt (B; \ {y})U{z} keine Kreise und ist
demnach unabhéngig. Schliefilich ist die Menge (B; \ {y}) U{z} eine Basis, da sie genauso
viele Elemente wie B; enthalt. O

Um die Aussage zu gewinnen, dass eine Menge B mit den Eigenschaften (B1) und (B2)
als dquivalente Charakterisierung eines Matroiden dienlich ist, muss nun noch gezeigt
werden, wie mit B ein Matroid definiert werden kann. Dazu wird zunachst bewiesen, dass
die Gleichméchtigkeit von Basen bereits aus den Eigenschaften (B1) und (B2) folgt.
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Lemma 2.11
Sei S eine Menge und B eine Menge von Teilmengen von S, die (B1) und (B2) erfillt.
Dann sind die Mengen aus B gleichmdchtig.

Bewets: ([Ox104, Lemma 1.2.4])

Angenommen B; und Bj sind zwei verschiedene Mengen aus B mit |By| > |Ba|, so dass
|B1 \ Bz| minimal iiber alle Paare aus B ist. Offensichtlich kann ein z € B; \ By gewéhlt
werden. Nach (B2) kann zudem ein y € By\ By gewahlt werden, so dass (B;\{z})U{y} € B.
Folglich ist [(B1 \ {#}) U{y}| = |Bi| > [Ba| und [((B1\ {}) U {y}) \ B2| < |B1\ By, was
im Widerspruch zur Wahl von B; und Bj steht. O

Mit dieser Aussage kann nun die Richtigkeit der folgenden Matroid-Konstruktion bewiesen
werden.

Theorem 2.12
Sei S eine Menge und B eine Menge von Teilmengen von S, die (B1) und (B2) erfillt.
Definiere U wie folgt:

U={XCS|3BeB: X CB}

Dann ist (S,U) ein Matroid.

Beweis: ([Ox104, Theorem 1.2.3])
Die Eigenschaft (I1) folgt sofort aus (B1) und (I2) aus der Definition von U.

Angenommen (I3) gilt nicht fiir (S,¥). Dann koénnen I, Iy € U mit |I;] < |[2| gewéhlt
werden, so dass gilt:
VeEIQ\Il : IlL_J{e} ¢Z/[ (21)

Per Definition gibt es By, Bs € B mit I; C B, sowie Iy C Bs. Dabei seien B; und Bs so
gewahlt, dass |By \ (/2 U B1)| minimal ist. Offensichtlich gilt Io \ By C I5 \ I;. Aufgrund
von (2.1) gilt auch die umgekehrte Inklusion, woraus folgt:

L\B =L\ L (2.2)

Angenommen Bj \ (I2 U By) ist nicht leer. Dann kann ein z aus dieser Menge gewéahlt
werden. Nach (B2) gibt es ein Element y € By \ By, so dass (B \ {z}) U{y} € B. Aber
dann ist

(B2 \ {z}) U{y}) \ (l2U B1)| < |B2\ (I U By

und somit ein Widerspruch zur Wahl von Bs. Damit ist By \ (I2 U B;) leer und somit
By \ By in Iy \ By enthalten. Die umgekehrte Inklusion ist trivial. Mit (2.2) kann nun
gefolgert werden:

Bo\ By =L\ I (2.3)

Angenommen Bj \ (I U Bs) ist nicht leer. Dann kann Eigenschaft (B2) genutzt werden,
um zu einem x aus dieser Menge ein y € By \ B; zu finden, so dass (B \ {z}) U{y} € B.
Wegen I U {y} C (B1\ {z}) U{y} ist auch I; U{y} € U. Da y € By \ By, ist nach (2.3)
y € Iy \ I1, was der Annahme widerspricht, dass (I3) nicht gilt. Somit muss B; \ ({3 U Ba)
leer sein und demnach ist Bl \ BQ = Il \BQ Mit Il \ BQ Q Il \IQ fO]gt:

Bi\ByC I\ I (2.4)
Nach Lemma 2.11 ist |B;| = |Bg| und somit |B; \ Ba| = |Bz \ Bi|. Mit den Gleichungen
(2.4) und (2.3) ergibt sich |I; \ Iz| > |I2 \ 11|, also |I;| > |I2|. Dies ist schliefllich ein
Widerspruch, weswegen (I3) fiir (S,U) gilt. O
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2. Komplexitdt

Als wichtigstes Ergebnis dieses Abschnittes lasst sich die Charakterisierung eines Matro-
iden durch die Menge seiner Basen festhalten.

Korollar 2.13
Sei B eine Menge von Teilmengen einer Menge S. Dann ist B die Menge aller Basen eines
Matroiden auf S genau dann, wenn sie die Figenschaften (B1) und (B2) erfillt.

Beweis:
Diese Aussage folgt aus Theorem 2.10 und Theorem 2.12. g

Oft wird eine Art sehr einfacher Matroide z. B. fiir Spezialfille benotigt. In diesen Ma-
troiden sind genau die Teilmengen der Grundmenge Basen, deren Méachtigkeit gleich dem
Rang des Matroiden ist. Damit ist die ,,Grenze® zwischen abhéngigen und unabhéngigen
Mengen bereits durch den Rang gegeben.

Lemma 2.14

Es seien m und n zwei natirliche Zahlen, so dass m < n. Es sei zudem S eine n-elementige
Menge und B die Menge aller m-elementigen Teilmengen von S. Dann ist B eine Basis
des Matroids Up, ,, tber der Grundmenge S mit den unabhdingigen Mengen

U:={X CS||X|<m}.

Bewets: ([Ox104, Example 1.2.7])

(B1) ist erfiillt, da 0 < m < n. Seien By,Bs € B und = € By \ B2. Dann existiert ein
y € By \ By. Es gilt |(B1 \ {z}) U{y}| = |Bi] = m und somit (B; \ {z}) U {y} € B. Nun
kann Theorem 2.12 angewandt werden, was den Beweis abschliefit. O

Definition 2.15
Der Matroid Uy, , := (S,U) mitU wie in Lemma 2.14 ist der Einheitsmatroid vom Rang m
auf einer n-elementigen Menge.

2.1.3 Dualitat

Ein sehr interessanter Aspekt der Matroidtheorie ist die Existenz einer Dualitdtstheorie.
Sie erweitert sowohl die Begriffe der Orthogonalitét in Vektorrdaumen, als auch die Dualitat
von planaren Graphen. Ersteres wird in dem folgenden Kapitel deutlich, wéahrend auf den
Zusammenhang zur Dualitdt von planaren Graphen hier nicht weiter eingegangen wird.
Dieser Zusammenhang wird in [Ox104] und [Wel76] diskutiert.

Der duale Matroid wird tiber die sogenannten Co-Basen eingefiihrt. In der Definition wird
bereits die Verbindung zu dem MATRIXSCHWACHE-Problem deutlich, wenn man abhéangige
Mengen im dualen Matroiden betrachtet.

Definition 2.16
Der duale Matroid M* = (S,U*) des Matroids M = (S,U) ist definiert durch die Menge
der unabhdngigen Mengen U* := {X C S : dBasis B von M mit BN X = &}.
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2.1 Matroide

Theorem 2.17
Der duale Matroid M* des Matroids M ist wiederum ein Matroid und

B* = {S(M)\ B: B € B(M)}

ist die Menge seiner Basen. Diese Basen werden auch als Co-Basen von M bezeichnet.

Beweis: ([Ox104, Theorem 2.1.1))
Da B(M) nicht leer ist, ist auch B*(M) nicht leer. Somit wird (B1) von B*(M) erfillt.

Seien Bf,B; € B*(M) und = € Bf \ Bj. Weiterhin seien B; = S(M) \ Bf und By =
S(M) \ B;. Dann sind By, By € B(M) und Bf \ B = Bs \ By. Nach (B3) und wegen
x € By \ By gibt es ein Element y € B; \ B, so dass (B \ {y})U{z} € B(M). Folglich ist
y € B3\ Bf und S(M) \ (B1 \{y}) U{zx}) € B*(M). Weiterhin gilt das Folgende:

S(M)\ ((Br\ {y}) U{z}) = ((S(M) \ B1) \ {z}) U{y} = By \ {z} U {y}

Damit gilt (B2) fiir M*. Schliefilich kann Theorem 2.12 angewandt werden, wonach B* die
Menge der Basen eines Matroiden und M* ein Matroid sind. U

Beispiel 2.18
Erinnern wir uns an Beispiel 2.3. Dort ist der Matroid M = (S,U) gegeben durch:

S = {a,b,c,d,e}

@7

y = ) tanbhdchd) {e},
{a,b},{a,c}, {a,d}, {a, e}, {b,c}, {b,d}, {b, e}, {c, e}, {d, e},
{a,b,c},{a,b,d},{a,b,e}, {a,c,e}, {a,d, e}

Daraus ergibt sich die Menge der Basen B = {{a, b, c},{a,b,d},{a,b,e},{a,c,e},{a,d,e}}.
Das Mengensystem der unabhéngigen Mengen des dualen Matroiden ist folglich nach De-
finition 2.16:

®7
u- = {d} {e}, {c}, {0},
{d, e}, {c, e}, {c,d},{b,d}, {b,c}

2.1.4 Vektor-Matroide

In diesem Abschnitt konzentrieren wir uns auf Matroide, bei denen die Grundmenge durch
Spalten einer Matrix gebildet wird und bei denen das Mengensystem der unabhéngigen
Mengen durch die Ubertragung des Begriffs der linearen Unabhéngigkeit entsteht.

Dieser Abschnitt gliedert sich wie folgt. Nach der Definition von Vektor-Matroiden (sie-
he auch Kapitel 1.1 in [Ox104]), die auf einer Matrix basieren, wird die Gauf-Aquivalenz
von Matrizen erlautert, unter der der zur Matrix korrespondierende Matroid unverandert
bleibt. Diese Aquivalenz wird bendtigt, um eine Standardrepréisentation des Matroiden
zu erhalten, mithilfe derer anschlieffend gezeigt werden kann, dass die Dualitdt von Ma-
troiden abgeschlossen bzgl. der Klasse der Vektor-Matroide ist (Kapitel 2.2 in [Ox104]).
Damit sind schlieBlich alle Grundlagen fiir den Beweis der Aquivalenz der Probleme MA-
TRIXSCHWACHE und MINIMUM CIRCUIT gezeigt.
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Theorem 2.19

Sei S die Menge von Spalten-Bezeichnungen einer m x n-Matriz A dber einem Korper K,
und sei U die Menge der Teilmengen X wvon S, fir die die Menge von durch X gekenn-
zeichneten Spalten linear unabhdngig in dem Vektorraum K™ ist. Dann ist (S,U) ein
Matroid.

Beweis: ([Ox104, Proposition 1.1.1])

Die Axiome (I1) und (I2) folgen direkt aus den entsprechenden Eigenschaften der linearen
Unabhéngigkeit. Seien I1 und Is zwei linear unabhéngige Mengen von S mit |I1]| < |I2].
Sei W der Unterraum von K™, der von I U I5 aufgespannt wird. Dann ist dim(W) > |I3|.
Angenommen, I; U {e} ist linear abhéngig fiir alle e € Iy — I;. Dann ist W in dem von
I aufgespannten Raum enthalten. Also ist [[2| < dim(W) < |I;| < |[2]; ein Widerspruch.
Demzufolge muss es ein e € Io — I1 geben, so dass I1 U {e} € U. Also ist auch das dritte
Axiom erfiillt. O

Definition 2.20
Den Matroiden, der wie in Theorem 2.19 aus einer Matriz A gewonnen wird, bezeichnet
man mit M[A]. Er wird auch Vektor-Matroid von A genannt.

Ein Vektor-Matroid ist zwar bis auf Isomorphie (unterschiedliche Bezeichnungen der Spal-
ten) eindeutig, jedoch konnen verschiedene Matrizen denselben Matroiden ergeben, wie
im Folgenden mittels der GauB-Aquivalenz beschrieben wird. Die Gauf-Aquivalenz ist ein
wichtiges Hilfsmittel in der linearen Algebra um Gleichungssysteme zu lésen [Ant04]. Der
Hintergrund dabei ist, dass die Matrix vereinfacht wird, wahrend grundlegende Eigenschaf-
ten erhalten bleiben. Hier wird u.a. gezeigt, dass die Operationen der GauB-Aquivalenz
auf Matrizen von Vektor-Matroiden angewandt werden konnen, ohne dass sich der Ma-
troid andert. Dabei ist zu beachten, dass ein Vektor-Matroid nicht durch die Vektoren
an sich definiert wird, sondern iiber die Relation der linearen Unabhangigkeit. Somit ist
es grundsatzlich moglich, dass einzelne Vektoren gedndert werden, der Matroid jedoch
erhalten bleibt. Mogliche Operationen dafiir sind in dem folgenden Theorem aufgelistet.

Theorem 2.21
Sei A eine m x n-Matriz iber dem Kérper K. Dann bleibt M[A] unverdndert, wenn eine
der folgenden Operationen auf A getdtigt werden:

1. Vertauschung von zwei Zeilen.
2. Multiplikation einer Zeile mit einem Nicht-Null-Element von K.
3. Ersetzung einer Zeile durch die Summe dieser Zeile mit einer anderen.

4. Léschung einer Zeile, die nur aus Nullen besteht, sofern sie nicht die einzige Zeile
15t.

5. Vertauschung von zwei Spalten (die Spaltenbezeichnungen werden auch vertauscht).

Beweis: ‘
Es seien die Spalten von A mit ey,...,e, benannt, wobei e/ die j-te Komponente des
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2.1 Matroide

Vektors e; bezeichne. Nach Definition ist die Menge der unabhingigen Teilmengen von
S:={ey,...,en} gegeben durch:

UMI[A]) = {X C S|die Spalten aus X sind linear unabhéngig}
= {XQSW%EK:Zax~x:O@Vx€X:ax:O}
zeX
= {XQSW%EK:(Vje{l,...,m}:Zaxmj:O)@V:cGX:ax:O}
zeX

Anhand dieser Darstellung werden nun im Folgenden die einzelnen Beweise gefiihrt. Dabei
sei X = {z1,...,7} € Smit 1 <l <nund z; = epy mit f:{1,...,01} — {1,...,n}
injektiv.

1. Da in der obigen Darstellung ).y a; - 2/ = 0 fiir jede Zeile j einzeln gepriift wird,

hat die Vertauschung zweier Zeilen keinen Einfluss auf U (M [A]).

2. Esseibe K — {0} und j € {1,...,m}. Dann gilt:

Zax-:cj:0<:>2ax'b-:cj:0

zeX zeX

Folglich wird U(M][A]) bei der Multiplikation einer Zeile mit einem Nicht-Null-
Element von K nicht verandert.

3. Esseien p,q € {1,...,m} mit p # ¢q. Dann gilt wegen g € {1,...,p—1,p+1,...,m}:

VjE{l,...,m}:Zax':cj:O

zeX
& Vje{1,...,p—1,p—|—1,...,m}:Zaxxj:0/\2axxp+2aqu:0
zeX zeX zeX
& Vje{1,...,p—1,p+1,...,m}:Zaxxj:0/\2ax(xp—l—xq):0
zeX reX

Ergo lasst die Ersetzung einer Zeile durch die Summe dieser Zeile mit einer anderen
U(MA]) unverdndert.

4. Es sei p € {1,...,m} eine Zeile von A mit nur Null-Eintragen. Dann gilt:

Vje{l,...,m}:Zax'xj:0

zeX
& Vie{l,..p—Lp+l...om}:) ag-a?=0 A Y a,-0=0
zeX zeX
& Vje{1,...,p—1,p+1,...,m}:Zax-:cjzo
zeX

Demzufolge kann eine Zeile mit nur Null-Eintragen geloscht werden, ohne dass sich
U(MA]) verandert.

5. Es ist offensichtlich, dass die Position der Spalten fiir den Matroiden keine Rolle
spielt.
O
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Definition 2.22

Entsteht aus einer Matriz M eine Matriz M’ durch Anwendung einer der Operationen 1-3
aus Theorem 2.21, so schreibt man auch M —¢ M'. Die GauB-Aquivalenz =¢, die auf
dem Raum der n X m-Matrizen tber einem Korper K definiert ist, ist die transitive Hulle
von —q.

Theorem 2.23
Die Relation =g ist eine Aquivalenzrelation, d. h. es gilt:

1. LEgL
2. L=cM=M=¢L

S L=¢MANM=N=L=N
Bewesis:

1. L =¢ L folgt aus der Definition mit »r =1 und M; = L.

2. Ist L =4, M, so existieren L = Ly,...,L, = M mit L; ——¢g L;y; fur alle i =
1,...,r — 1. Dann gilt auch L;4; —¢g L; firallei =r—1,...,1, da:

(a) Die Vertauschung zweier Zeilen ist symmetrisch.

(b) Die Multiplikation mit einem Nicht-Null-Element kann mit dem dazu multipli-
kativ inversen Element riickgangig gemacht werden.

(c) Wurde eine Zeile durch die Summe dieser Zeile mit einer anderen ersetzt, so
kann von der neuen Zeile die zweite Zeile abgezogen und die neue durch das
Resultat ersetzt werden, um den Ausgangszustand zu erhalten.

3. Ist L=¢ M und M =¢ N, dann gilt L = Ly,...,L, = M mit L; —¢g L;y; fiir
allei=1,...,rund M = My,..., My = N mit M; —qg M;41 firallei =1,...,s.
Daraus kann eine neue Transformationsfolge L = L1,...,L, = M = My,..., M, =
N gebildet werden, weswegen gilt: L =5 N.

O

Analog zum bekannten Gaufl-/Jordan-Verfahren (siehe z.B. [Ant04]) kann mithilfe der
Operationen aus Theorem 2.21 die erzeugende Matrix eines Vektor-Matroids in eine Form
iiberfithrt werden, die Standardreprasentation genannt wird.

Definition 2.24
Eine m x n-Matriz S = (s;;) heifst Stufenmatrix mit der Stufenzahl r, falls entweder
r=0und S =0 sind oder r > 1 und es r Zahlen ji,...,J, gibt mit 1 < j; <--- < j. <n
derart, dass gilt:

1. S1,51 75 0,. <oy Srge 75 0

2. 50, =0fiiri=1,...,7 und j < j;

3. 5i;=0firi>r+lundj=1,...,n
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2.1 Matroide

Gilt aufserdem noch
4. 815, = =58pj, =l und s, =0 firk<iundi=1,...,r

so heifit S normierte Stufenmatrix. Das r-Tupel (j1,...,jr) wird Typ der Stufenmatriz S
genannt.

Bemerkung 2.25
Eine Stufenmatrix besitzt die folgende Form, wobei jedes * fiir eine beliebige Zahl und x
flir eine beliebige Zahl ungleich Null steht:

0 0 X %k *
0 0 X % ... *
O 0 x =« *

Dabei befindet sich die erste Zahl ungleich Null (x) in der i-ten Zeile an der Position j;.
In einer normierten Stufenmatrix sind zudem diese ersten Nicht-Null-Eintrage gleich 1.

Theorem 2.26
Zu jeder m X n-Matriz M g¢ibt es eine normierte m x n-Stufenmatriz S mit M =¢ S.

Beweis:
Der Beweis wird als vollstdndige Induktion tiber der Anzahl n der Spalten gefiihrt.

(TA) Es sei n = 1, also M = (a1,...,0q,)T. Dann ist M = (0,...,0)7 oder M =¢
(1,0,...,0)T. Letzteres kann erreicht werden, indem eine Nicht-Null-Zeile (c;) auf
Position 1 getauscht und anschlieflend per Multiplikation mit 1/c; normiert wird.
Alle weiteren Nicht-Null-Zeilen (o) werden ersetzt durch —ay; - (1) + (o).

(IS) Essein > 2und M = (M’,b). Also M’ =¢ §' mit § als normierte Stufenmatrix vom
Typ (ji,...,jr). Folglich ist M = (M’,b) =¢ (5',&) mit ¢ = (c1,...,cm)T, wobei
dieselbe Folge von Gauf-Operationen angewandt wird, die auch M’ in S’ iiberfiihren.
Man erhéalt eine Matrix der Form:

0 0 1 =« * 0 * 0 x -+ x|
0 i 0 1 =x * 0 C2
O 0 1 =« * | cp

0 o

Fall 1: ¢py1 = =¢p, =0
Es folgt, dass (S’,¢) bereits eine normierte Stufenmatrix ist.
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Fall 2: ¢; #0firie {r+1,...,m}
Hierbei kann die Zeile i mit der Zeile r + 1 getauscht werden, sofern i # r + 1
ist. Danach wird diese Zeile normiert und alle anderen Zeilen, wie im Induk-
tionsanfang durch Summen ersetzt, um M =g (5',¢) =¢ (5,€) mit € =
(0,...,0,1,0,...,0)T zu erhalten. Diese Operationen haben keinen Einfluss auf
S’, da alle Elemente bis auf das letzte jeder Zeile 0 sind. O

Mit diesem Wissen lasst sich nun die Standardreprésentation eines Vektor-Matroiden ein-
fithren. Dafiir wird die Bezeichnung [A|B] fiir eine m x p-Matrix A mit den Eintrégen
a;; und eine m x g-Matrix B mit den Eintragen b; ; verwendet, die die folgende Matrix
darstellt:

aq o oary big oo big

[A|B] == :

Ami  Gmp bmi o bmg

)

Korollar 2.27

FEine mxn-Matriz A iber einem Korper K kann mit den Operationen aus Theorem 2.21 in
eine Matrixz der Form [I.|D] dberfihrt werden, wobei I, die r-dimensionale Einheitsmatriz
und D eine r x (n — r)-Matriz ist. Dabei bleibt der Vektor-Matroid M[A] erhalten. Die
Form [I| D] wird Standardreprésentation eines Vektor-Matroiden genannt.

Beweis:

Nach Theorem 2.26 kann A mit den Operationen 1-3 in eine Stufenmatrix S vom Rang
r iiberfitlhrt werden. Aus dieser Stufenmatrix werden mit Operation 4 alle Null-Zeilen
r—+1,...,m geloscht und anschlieBend mit Operation 5 die Spalten so vertauscht, dass die
resultierende Stufenmatrix den Typ (1,...,r) besitzt. O

Aus der Standardreprésentation eines Vektor-Matroiden kann mit geringem Aufwand eine
erzeugende Matrix des dualen Matroiden gewonnen werden, wie das folgende Theorem
zeigt.

Theorem 2.28

Ist M der Vektor-Matroid von [I| D], so ist der dazu duale Matroid M* der Vektor-Matroid
von [-DT|I,_,].

Bewets: ([Ox104, Theorem 2.2.8])

Es sei B eine Basis von M. Zunichst wird gezeigt, dass S(M)\ B eine Basis von [-DT|I,,_,]

ist. Im Folgenden werden Spalten und Zeilen von D neu angeordnet. Dies wirkt sich auf
—D™ nur in Form einer entsprechenden Neuanordnung von Zeilen und Spalten aus.

Durch eine solche Umordnung kann angenommen werden, dass es ein ¢ € {0,...,7} gibt,
so dass B = {€p—t11,---,€r,€r41,...,€2 ¢} ist. Damit kann [[,|D] wie folgt in Blocke
unterteilt werden:

€1 " €Cr—t Ep—ty1° "€ Epq1c€2rt  €2r—t41° " CEp

I 0 D1 Do

0 It D3 D4
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Die Matrix

0| D

I; | D3
ist vom Rang 7, da B eine Basis ist. Daher besitzt D; und somit auch —DT den Rang
r — t. Die Partition von [~ D7”|I,_,] analog zur Partition von [I,|D] sieht wie folgt aus:

€1 Cr—t €r—t4+1° " €r €r41 - €2r—t €2r—t+1 " €n

-DT -DF I_¢ 0

_Dg _DZ 0 In—(27‘—t)

Die zu S(M) \ B korrespondierende Submatrix ist

0| o
—D3 | Ln—(2r—¢)

und ihr Rang ist gleich der Summe der Range von I,,_ (3, und —D¥| also n — r. Somit
ist S(M) \ B eine Basis des Vektor-Matroids von [—DT|I,,_,].

Diese Schlussfolgerungen lassen sich auch umkehren, weswegen jede Basis dieses Matroiden
auf diese Weise gewonnen werden kann. Somit ist [~ D”|1,,_,] eine Reprisentation fiir M*.

Zu beachten bleibt noch, dass bisher der Rang r weder 0 noch n sein durfte. Ist » = 0, so ist
M = Uy, also M* = U, , = M[I,]. Ist r =n, so ist M =2 Uy, also M* = Uy, = M[0,]
wobei 0,, die n x n-Null-Matrix ist. O

Aus den oben gewonnenen Erkenntnissen lasst sich ein polynomialer Algorithmus ableiten,
der aus einer gegebenen Matrix A die Matrix des zu M[A] dualen Matroiden berechnet.
Damit lasst sich sowohl das Problem der MATRIXSCHWACHE auf das Problem MINIMUM
CIRCUIT reduzieren, als auch umgekehrt.

Theorem 2.29

Das Problem MATRIXSCHWACHE st dquivalent zum Problem MINIMUM CIRCUIT. Die
Matriz des einen Problems kann in Polynomialzeit in eine korrespondierende Matriz des
anderen Problems transformiert werden.

Beweis:

Da in einem Vektor-Matroiden die Spalten der zugrunde liegenden Matrix die Objekte von
Interesse sind, betrachten wir zunéchst die Sensitivitdtsmatrix M in ihrer transponierten
Form A := M”. Nun liisst sich dquivalent zu MATRIXSCHWACHE fragen: Gibt es k Ele-
mente aus S(M[A]), so dass nach deren Loschen der resultierende Matroid nicht mehr den
Rang n hat? Diese Aquivalenz gilt aufgrund der Definition von Vektor-Matroiden, siche
Theorem 2.19.

Wenn nun k solche Elemente vorliegen — z.B. als Menge L —, so dass sich der Rang
des Matroiden M[A] verringert, dann muss jede Basis von M[A] einen nicht-leeren Durch-
schnitt mit L besitzen, da ansonsten der Rang nicht fallt. Gibt es andererseits eine Men-
ge L, die mit jeder Basis einen nicht-leeren Durchschnitt besitzt, so konnen die darin
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2. Komplexitdt

enthaltenen Elemente geloscht werden, um den Rang des Matroiden zu verringern. Somit
ist es dquivalent zu fragen, ob es eine k-elementige Teilmenge L von S(M[A]) gibt, so dass
fir alle B € B(M[A]) gilt: BN L # @.

Eine solche Menge L ist nun jedoch nach Definition 2.16 genau eine k-elementige, abhangi-
ge Menge in dem zu M[A] dualen Matroiden. Nach Theorem 2.28 ist der zu einem Vektor-
Matroiden duale Matroid wiederum ein Vektor-Matroid. Sei A* die zugrunde liegende
Matrix dieses dualen Vektor-Matroiden, dann ist MATRIXSCHWACHE aquivalent zu MINI-
MUM CIRCUIT mit der Matrix A*.

Schlielich bleibt noch die Betrachtung der Laufzeit der verwendeten Matrixoperationen.
Die Transposition einer Matrix kann in polynomialer Zeit durchgefiihrt werden. Anhand
der Beweise zu Theorem 2.26 und Korollar 2.27 kann ein entsprechender Algorithmus
gewonnen werden, der die Standardrepréisentation einer Matrix berechnet, womit sich
nach Theorem 2.28 die Matrix des dualen Vektor-Matroiden aufstellen lasst. Damit sind
alle verwendeten Operationen in polynomialer Zeit ausfiihrbar. ]

Mit der Aquivalenz zu dem bekannten Problem MINIMUM CIRCUIT lassen sich nun weitere
Untersuchungen zur Komplexitat von MATRIXROBUSTHEIT auf dieses Problem zuriickfiih-
ren. Der folgende Abschnitt zeigt z. B. auf der Basis von MINIMUM CIRCUIT die Aquivalenz
zu einem weiteren Problem, mithilfe derer schliellich die NP-Vollsténdigkeit von MA-
TRIXROBUSTHEIT gezeigt wird. Weiterhin basieren die Betrachtungen in Abschnitt 4.3 auf
MiINIMUM CIRCUIT.

2.2 Codierungstheorie

Im letzten Abschnitt wurde die Aquivalenz der Probleme MATRIXSCHWACHE und MI-
NIMUM CIRCUIT gezeigt. Diese Aquivalenz wird in diesem Abschnitt auf MINIMUM Di-
STANCE aus der Codierungstheorie erweitert, um komplexitéatstheoretische Ergebnisse zu
letzterem auf MATRIXROBUSTHEIT anwenden zu kénnen.

Codes werden hauptséchlich genutzt, um Daten iiber einen verrauschten Kanal zu iiber-
mitteln. Dazu werden diese Daten codiert, indem Redundanz hinzugefiigt wird, so dass
selbst bei einigen Fehlern durch die Ubertragung die urspriingliche Nachricht wiederher-
gestellt werden kann. Ein Code ist eine Menge von Codewortern, durch die die Nachricht
dargestellt wird. Im Allgemeinen ist ein Code eine beliebige Menge. Die Betrachtungen in
dieser Arbeit konzentrieren sich jedoch auf lineare Codes, welche einen Unterraum eines
Vektorraums darstellen.

Da eine Codierung meist mit Computern realisiert wird, betrachtet man hauptséchlich
lineare Codes iiber endlichen, im Speziellen bindren Korpern. Um eine Aquivalenz zu
MATRIXROBUSTHEIT zu gewinnen wird der hier vorgestellte Teil der Codierungstheorie,
welcher aus [LX04] entnommen wurde, auf beliebige Korper verallgemeinert.

Definition 2.30
Ein linearer Code C der Lange n tber einem Korper K ist ein Unterraum von K™. Die
Elemente von C' werden Codeworter genannt.

Die oben erwiahnte Redundanz in Codes wird mittels des sogenannten Hamming-Abstands
bzw. mit dem Hamming-Gewicht gemessen.
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2.2 Codierungstheorie

Definition 2.31
Es sei K ein Korper und x,y € K™, sowie C ein Code tber K.

1. Der Hamming-Abstand von x und y ist definiert als:

._ : ) 1 falls i # y;
d(:c,y) = d($1,y1) +ee d(xmyn) mit d(xuyz) = { 0 falls T =y
2. Der minimale Codeabstand von C ist der minimale Abstand zwischen allen Co-
dewortern aus C':
d(C) :=min{d(x,y) |z,y € C Nz # y}

3. Das Hamming-Gewicht von x ist der Hammingabstand von x zum Null-Codewort:

wt(x) := d(x,0)

4. Analog zum minimalen Codeabstand wird das minimale Hamming-Gewicht fiir einen
Code C' definiert:
wt(C) := min{wt(x) |z € C'\ {0}}

Beispiel 2.32
Gegeben ist der Code C, der durch die Vektoren a := (0, 1,0,2) und b := (5,1, 0, 3) in dem
Vektorraum Z* aufgespannt wird. Dabei sind beispielsweise

d(a,b) =14+0+0+1=2und
wt(b) =d(b,0) =1+1+0+1=3.

Um den minimalen Codeabstand bzw. das minimale Hamming-Gewicht zu bestimmen
untersuchen wir einige Eigenschaften von C'. Dazu seien im Folgenden mit * ein beliebiger
Wert und mit x ein Nicht-Null-Wert bezeichnet. Da a und b eine Basis fiir C' darstellen,
konnen alle giiltigen Codeworter als Linearkombination von a und b dargestellt werden.
Damit lassen sich drei Eigenschaften festhalten:

1. Codeworter der Struktur (0, *, %, %) sind stets ein Vielfaches von a. Die entstehenden
Worter sind somit entweder das Null-Wort oder von der Form (0, x,0, x). Folgende
Arten von Codewdrter sind also nicht moglich: (0,0,0, x), (0,0, x,0), (0,0, x, X),
(0, x,0,0), (0,x,x,0) und (0, x, X, X).

2. Codewdorter der Struktur (x,0,%*,0) sind bis auf das Null-Wort nicht moglich. Dies
sind im Speziellen Codeworter der Arten (0,0, x,0), (x,0,0,0) und (x,0, x,0).

3. Da die dritte Komponente eines Codewortes stets Null ist, gibt es keine Worter
der Formen (0,0, x,0), (0,0, x, x), (0, x, x,0), (0, x, X, x), (x,0,x,0), (x,0, X, x),
(X, x, x,0), sowie (X, X, X, X).

Somit sind nur Codewdrter der folgenden Arten in C enthalten:

(0,0,0,0) erzeugt durch0-a+0-b

(0,%x,0,%x) erzeugt durch z-a+0-b, mit x # 0

(%,0,0,x) erzeugt durch x - ¢, mit x # 0 und ¢ :=b—a = (5,0,0,1)
(x,%,0,0) erzeugt durch z - d, mit  # 0 und d := 2b — 3a = (10,—1,0,0)
(x,x,0,x) zB.a+b=(5,2,0,5)
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2. Komplexitdt

Offensichtlich ist das minimale Hamming-Gewicht wt(C') = 2 und der minimale Codeab-
stand hochstens 2. Der minimale Codeabstand konnte gleich 1 sein, wenn es ein Codewort x
des letzten Typs und ein Codewort y vom Typ (0, x,0, x), (x,0,0,x) oder (x, x,0,0)
gabe, die in den beiden Komponenten iibereinstimmen, die in y nicht Null sind. Dies ist
aber nicht moglich, da die Linearkombination x = p-a+ ¢- b durch die beiden Nicht-Null-
Komponenten von y bestimmt ist und damit y = .

Die Ubereinstimmung des minimalen Codeabstands und des minimalen Hamming-Ge-
wichts ist allerdings kein Zufall, wie in Abschnitt 2.2.1 gezeigt wird.

Mithilfe der obigen Definitionen kann nun eine im Sinne von beliebigen Grundkoérpern
verallgemeinerte Version von MINIMUM DISTANCE definiert werden.

Problem: GENERALIZED MINIMUM DISTANCE

Instanz: Eine m x n-Matrix M iiber einem beliebigen Korper K und eine positive, ganze
Zahl w.

Frage: Gibt es einen Vektor x € K™ ungleich dem Nullvektor mit wt(x) < w, so dass
Mx =07

Ein einfacher Vergleich mit MINIMUM CIRCUIT offenbart die Aquivalenz beider Probleme.

Problem: MiNIMUM CIRCUIT

Instanz: Eine m x n-Matrix M tiiber einem beliebigen Kérper K und eine positive ganze
Zahl k.

Frage: Gibt es eine k-elementige, linear abhéngige Menge von Spaltenvektoren in M?

Theorem 2.33
Die Probleme MINIMUM CIRCUIT und GENERALIZED MINIMUM DISTANCE sind dquiva-
lent.

Beweis:
Essei M = (mf,...,ml), z = (2',...,2") und w = k > 0, dann gilt:

Jr£0: wt(z) <wAMz=0

Jx#£0: wt(:):)Sw/\:):l'ml—i-'-'—l—x”'mnzo
Hai, .oz, } SKN\{O}: 2y -my, + - 2y, -my, =0
35 C S(M) mit |S| < w : S ist linear abhéngig

35 C S(M) mit |S| = w : S ist linear abhéngig

to o

O

Mit diesem Ergebnis lassen sich komplexitédtstheoretische Betrachtungen zu MINIMUM
Di1STANCE auf MATRIXROBUSTHEIT iibertragen, wie in Abschnitt 2.3 gezeigt wird. Der
restliche Teil dieses Abschnittes offenbart die Herkunft des Namens Minimum Distance
und dabei die Aquivalenz zu einem weiteren Problem.
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2.2 Codierungstheorie

2.2.1 Codeabstande

Wie bereits erwahnt, wird die Redundanz eines Codes mit dem Hamming-Gewicht bzw.
dem Hamming-Abstand gemessen. Der Zusammenhang dieser beiden Mafle wird im Fol-
genden vorgestellt. Dabei werden Beweise aus [LX04] auf Codes iiber beliebigen Kérpern
erweitert.

Wahrend sich das Hamming-Gewicht besser fiir Algorithmen und komplexitatstheoretische
Untersuchungen eignet, da es eine Funktion mit nur einem Argument ist, besitzt der
Hamming-Abstand, die Eigenschaften einer Metrik, d.h. es gilt:

1. d(z,y) =0 =y

2. d(:r,y) - d(yvx)

3. d(z,y) +d(y, z) > d(z, 2)

Lemma 2.34
Der Hamming-Abstand d tiber Codewértern des Codes C' iber K™ ist eine Metrik von K.
Auferdem gilt fir z,y € K": 0 <d(z,y) <n.

Bewets: ([LX04, Proposition 2.3.3])
Seien im Folgenden z,y,z € K™. Dann gilt:

dz,y) =0 d(z1,y1)+ - +d@p,yn) =0 1= AN ANTp=yp S =y

d(:):,y) = d(xlayl) +eee d(xnayn) - d(ylvxl) +eee d(ynvxn) - d(yvx)

0 falls x; = y; = z;
d(zi,yi) + d(yir zi) = 1falls (2 =y ANy # 2) V(T £ Yi Nyi = %)
2 falls x; # y; Ny; # 2
0 falls z; = z; (x; = y; = z; oder m; # y; \Ny; # 2i)
1 falls z; # z; (moglich, wenn nicht z; = y; = z;)
= d(CCZ, Zi)

O

Im Folgenden wird die Gleichheit des minimalen Codeabstands und des minimalen Ham-
ming-Gewichts gezeigt. Diese Ubereinstimmung begriindet die Verwendung des Hamming-
Gewichts in der Problemstellung GENERALIZED MINIMUM DISTANCE.

Lemma 2.35
Sei K ein Korper und x,y € K™. Dann gilt d(x,y) = wt(x — y).

Beweis: ([LX04, Lemma 4.3.3] auf beliebige Grundkérper verallgemeinert)
Die Behauptung ergibt sich aus folgender Aussage:

N 1falls:cl7éyl . 1falls:cl—yl7é0 . L
d(wi i) = { 0 falls z; = y; } o { 0fallsz; —y; =0 [ d(@i =y, 0)
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2. Komplexitdt

Theorem 2.36
Fiir einen Code C iber einem Korper K gilt d(C) = wt(C).

Bewets: ([LX04, Theorem 4.3.8] auf beliebige Grundkorper verallgemeinert)
Es seinen z,y € K. Nach Lemma 2.35 gilt d(z,y) = wt(z — y). Weiterhin existieren
',y € K mit d(2',y) = d(C) und z € C — {0} mit wt(C) = wt(z). Damit folgt:

d(C) =d(x',y) = wt(z' —y') > wt(C) (daz'—y' €C)

wt(C) = wit(z) = d(2,0) > d(C) (da z,0¢€ C)

2.2.2 Duale Codes, Generator- und Paritatskontrollmatrizen

Lineare Codes sind Unterrdume eines Vektorraums, die von Basen aufgespannt werden.
Daher konnen solche Basen zusammengefasst als Matrizen analog zur Matroidtheorie (vgl.
Vektor-Matroide, Theorem 2.19) verwendet werden, um einen linearen Code zu definieren.

Definition 2.37
Fine Generatormatrix fiir einen linearen Code C tiber einem Kérper K ist eine Matrix G
aus K™*™  deren Zeilen eine Basis fir C bilden.

Mittels Generatormatrizen kann nun das Problem GENERALIZED MINIMUM DISTANCE*
definiert werden, welches die Herkunft des Namens Minimum Distance verdeutlicht.

Problem: GENERALIZED MINIMUM DISTANCE*

Instanz: Eine Generatormatrix G iiber einem beliebigen Koérper K und eine positive,
ganze Zahl d.

Frage: Besitzt der durch seine Generatormatrix G definierte Code C einen minimalen
Codeabstand d(C) < d?

Im Folgenden wird unter Verwendung von auf beliebige Korper verallgemeinerten Aussa-
gen aus [LX04] die Aquivalenz der Probleme GENERALIZED MINIMUM DISTANCE* und
GENERALIZED MINIMUM DISTANCE gezeigt. Die Matrizen beider Probleme werden dabei
auf analoge Art und Weise ineinander transformiert, wie dies bei MATRIXSCHWACHE und
MINIMUM CIRCUIT der Fall ist.

Dafiir wird wie auch in der Matroidtheorie ein Dualitatsbegriff benutzt. Dabei wird das zu
einem linearen Code C, der einen Unterraum eines Vektorraums K™ darstellt, orthogonale
Komplement betrachtet, welches wiederum ein Unterraum von K™ und somit auch ein
linearer Code ist. Dieser Code wird als der duale Code von C' bezeichnet.

Definition 2.38
Es sei K ein Korper und S C K™. Das orthogonale Komplement von S ist definiert als

Sti={zecK"|VseS:(x,s) =0}

Mit (-,-) sei sowohl hier als auch im Folgenden das euklidische Skalarprodukt bezeichnet.
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2.2 Codierungstheorie

Bemerkung 2.39
Ist [-] der lineare Hiillenoperator, so ist fiir einen Korper K und S C K™ das orthogonale
Komplement orthogonal auf dem gesamten Unterraum [S], d.h. Vs € SVs' € S+ : (s, ') =
0. Auflerdem gilt:

dim([S]) + dim(S+) =n

Ist K ein Korper, so gilt fiir einen Unterraum bzw. linearen Code C' iiber K die Gleichung

C =[C]

Definition 2.40
Sei C ein linearer Code tber einem Koérper K. Der duale Code von C ist das orthogonale
Komplement von C, also C+.

Beispiel 2.41

Betrachten wir erneut den linearen Code, der durch die Vektoren a := (0,1,0,2) und
b:=(5,1,0,3) in dem Vektorraum Z* aufgespannt wird. Dann spannen beispielsweise die
Vektoren ¢ := (0,0,0,1) und d := (—1,—10,0,5) den dualen Code auf, da ¢ und d linear

unabhdngig sind und beide senkrecht zu sowohl a als auch b stehen.

Da der duale Code wiederum ein Code ist, kann auch fiir einen solchen eine Generator-
matrix gefunden werden, welche dann Paritatskontrollmatrix des urspriinglichen Codes
genannt wird.

Definition 2.42
Fine Paritatskontrollmatrix H fiir einen linearen Code C tber einem Kdrper K ist eine
Generatormatriz fir den dualen Code C.

Paritatskontrollmatrizen werden oft benutzt, um zu verifizieren, dass ein Vektor ein Co-
dewort ist. Ist H eine Paritdtskontrollmatrix und x ein mogliches Codewort, so kann

H- -z=07

flir diesen Test verwendet werden, wie das folgende Lemma u. a. belegt.

Lemma 2.43
Sei C' ein linearer Code tber einem Korper K mit der k X n-Generatormatriz G. Dann
ist v € K™ ein Element von C* genau dann, wenn v orthogonal zu jeder Zeile von G ist,

d. h.
veCt e oGT =0.

Insbesondere ist eine (n — k) x n-Matrix H eine Parititskontrollmatriz fir C' genau dann,
wenn die Zeilen von H linear unabhdingig sind und HGT = 0 gilt.

Beweis: ([LX04, Lemma 4.5.4] auf beliebige Grundkorper verallgemeinert)
Es bezeichne r; die i-te Zeile von G. Somit kann jedes ¢ € C als Linearkombination der r;
geschrieben werden:

C=AMT1+ ...+ A mit Aq,... A\ €K
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2. Komplexitdt

Es sei v € C+. Dann gilt (v,c) = 0 fiir alle ¢ € C, insbesondere fiir alle r;, i = 1,...,n,
also vGT = 0. Wenn umgekehrt (v,r;) = 0 fiir alle 7;, 4 = 1,...,n ist, so folgt fiir ein
beliebiges ¢ € C' mit ¢ = A\yry + ... + A\prge

(v,¢) = A (v,71) + .o+ Me{v,73) = 0

aufgrund der Bilinearitét von (-, -).

Fiir den Beweis der zweiten Aussage sei zunéchst H eine Paritatskontrollmatrix fir C.
Dann sind die Zeilen von H per Definition linear unabhéngig. Da die Zeilen von H Co-
deworter von C sind, folgt nach der ersten Aussage, dass HGT = 0 ist.

Gilt HGT = 0, so zeigt die erste Aussage, dass die Zeilen von H und damit auch der
Zeilenraum von H in C enthalten sind. Sind die Zeilen von H linear abhiingig, so hat der
Zeilenraum die Dimension n — k, also ist der Zeilenraum von H gleich C*. Mit anderen
Worten ist H eine Paritatskontrollmatrix von C. O

Bemerkung 2.44
Eine dquivalente Formulierung zu Lemma 2.43 ist die folgende:

Sei C ein linearer Code tber einem Korper K mit der (n—k) x n-Paritdtskontrollmatriz H.
Dann ist v € K™ ein Element von C' genau dann, wenn v orthogonal zu jeder Zeile von H
ist, d. h.:

veC & vHT =0

Insbesondere ist eine k X n-Matriz G eine Generatormatriz fiir C' genau dann, wenn die
Zeilen von G linear unabhdingig sind und GH™ = 0 gilt.

Analog zu Vektor-Matroiden (vgl. Theorem 2.21 bis Korollar 2.27) werden auch fiir die
Generator- und Paritatskontrollmatrizen Standardrepréasentationen eingefiithrt. Dazu wird
zunichst bewiesen, dass sich die Codes u.a. unter Anwendung der Gauf-Aquivalenz auf
die zugrunde liegenden Matrizen nicht d&ndern.

Theorem 2.45
Sei G eine Generatormatriz fiir einen Code C' iber dem Kérper K. Dann bleibt C un-
verdndert, wenn eine der folgenden Operationen auf G getdtigt wird:

1. Vertauschung von zwei Zeilen.
2. Multiplikation einer Zeile mit einem Nicht-Null-Element von K.
3. Ersetzung einer Zeile durch die Summe dieser Zeile mit einer anderen.

4. Vertauschung von zwei Spalten.

Beweis:

Es ist allgemein bekannt, dass die Operationen 1-3 die Basis-Eigenschaften nicht veran-
dern. Operation 4 dagegen verdndert zwar den Code, allerdings ist das Resultat ein zum
urspriinglichen Code isomorpher Code, d. h. Eigenschaften wie der minimale Codeabstand
sind identisch. O
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2.2 Codierungstheorie

Korollar 2.46

Eine k X n-Generatormatriz G dber einem Koérper K kann mit den Operationen aus
Theorem 2.45 in eine Generatormatriz der Form [Ii|D] uberfihrt werden, wobei D ei-
ne k x (n — k)-Matriz ist. Dabei bleibt der Code C (bis auf Isomorphie) erhalten.

Beweis:

Nach Theorem 2.26 kann G mit den Operationen 1-3 in eine Stufenmatrix S vom Rang k
iberfithrt werden (G hat vollen Rang). Aus dieser Stufenmatrix werden anschliefend die
Spalten so vertauscht, dass die resultierende Stufenmatrix den Typ (1,...,k) besitzt. O

Definition 2.47
Die Gestalt [I;| X] einer Generatormatriz wird als Normalform dieser bezeichnet.

Die Gestalt [Y |I,,—x| einer Parititskontrollmatriz wird als Normalform dieser bezeichnet.

Mithilfe der Normalformen kann nun gezeigt werden, dass die Generator- und die Paritats-
kontrollmatrizen eines Codes exakt auf dieselbe Art und Weise ineinander umgerechnet
werden kénnen, wie die zugrunde liegenden Matrizen zweier dualer Vektor-Matroiden (vgl.
Theorem 2.28).

Theorem 2.48
Ist G = [I,| D] die Generatormatriz eines Codes C, so ist H = [~D™|I,,_;] eine Paritits-
kontrollmatriz fir C'.

Beweis: ([LX04, Theorem 4.5.9] auf beliebige Grundkérper verallgemeinert)

Es gilt HGT = D — D = 0. AuBerdem ist offensichtlich, dass die Zeilen von H linear
unabhéngig sind. Also folgt nach Lemma 2.43, dass H eine Paritédtskontrollmatrix fiir C'
ist. U

Mit dem Lemma 2.43 wurde auch die Grundlage fiir das folgende Theorem gelegt, dass
Aufschluss iiber den Zusammenhang von linearer Unabhangigkeit und minimalem Codeab-
stand gibt. Damit kann schlieBlich die Aquivalenz von GENERALIZED MINIMUM DISTANCE
und GENERALIZED MINIMUM DISTANCE* gezeigt werden.

Theorem 2.49
Es sei C ein linearer Code und H eine Paritatskontrollmatriz fiir C. Dann gelten folgende
zwel Aussagen:

1. d(C) > d genau dann, wenn beliebige d — 1 Spalten von H linear unabhdngig sind.

2. d(C) < d genau dann, wenn H d Spalten besitzt, die linear abhdingig sind.

Beweis: ([LX04, Theorem 4.5.6] auf beliebige Grundkérper verallgemeinert)

Nach Lemma 2.43 bzw. nach Bemerkung 2.44 enthélt C' ein Codewort v = (vy,...,v,) mit
Gewicht wt(v) = e > 0 (wobei die Nicht-Null-Koordinaten v;,, ..., v; seien) genau dann,
wenn

e

T T T
0=vH" =wvc; +... +v¢,.

Dies gilt genau dann, wenn es e Spalten in H gibt (nédmlich ¢;,, ..., ¢, ), die linear abhéngig
sind. Damit folgt:

wt(C) >d < C enthilt kein Nicht-Null-Codewort v mit wt(v) < d —1
< Dbeliebige < d Spalten von H sind linear unabhéngig.
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Dies beweist die erste Aussage. Die zweite gilt nach folgenden Aquivalenzen:

wt(C) <d < C enthilt ein Nicht-Null-Codewort v mit wt(v) <d
< H enthélt < d Spalten (und damit genau d), die linear abhéngig sind.

g

Korollar 2.50
Es sei C ein linearer Code und H eine Paritdtskontrollmatriz fir C. Dann sind die beiden
folgenden Aussagen dquivalent:

1. wt(C) =d

2. beliebige d—1 Spalten von H sind linear unabhdngig und H enthdlt d linear abhdngige
Spalten.

Beweis: ([LX04, Corollary 4.5.7] auf beliebige Grundkdrper verallgemeinert)
Die Behauptung folgt direkt aus Theorem 2.49. O

Korollar 2.51

Die Probleme MINIMUM CIRCUIT und GENERALIZED MINIMUM DISTANCE® sind many-
one-dquivalent' . Die Matrizen beider Probleme kénnen in Polynomialzeit ineinander trans-
formiert werden.

Beweis:

Die Aquivalenz der Probleme ergibt sich aus der zweiten Aussage von Theorem 2.49. Nach
Korollar 2.46 kann eine Generatormatrix in Polynomialzeit in ihre Normalform transfor-
miert werden. Dies ist in analoger Weise auch fiir die Paritatskontrollmatrix moglich.
Theorem 2.48 beschreibt den Zusammenhang zwischen Generatormatrix und Paritatskon-
trollmatrix. Die Normalformen sind offensichtlich in Polynomialzeit ineinander iiberfiihr-
bar. g

Aufgrund der Aquivalenz von GENERALIZED MINIMUM DISTANCE* und MINIMUM CIR-
CUIT, sowie der Aussage von Theorem 2.33 und der erlduterten Einfachheit des Hamming-
Gewichts (besitzt nur ein Funktionsargument) gegeniiber dem Hamming-Abstand wird im
Allgemeinen nur noch das Problem (GENERALIZED) MINIMUM DISTANCE betrachtet.

Eine interessante Tatsache, die sich aus den obigen Aussagen ergibt, zeigt sich, wenn
man die Aquivalenzen zwischen MATRIXSCHWACHE, MINIMUM CIRCUIT und GENERA-
LIZED MINIMUM DISTANCE* genauer beleuchtet. Fiir die Aquivalenz zwischen MATRIX-
SCHWACHE und MINIMUM CIRCUIT ist exakt dieselbe Veranderung der Eingabe notwen-
dig wie fiir die Aquivalenz zwischen MINIMUM CIRCUIT und GENERALIZED MINIMUM
DISTANCE*. Da zudem die Operation [I;|D] — [~DT|I,_;] durch einfaches Vertauschen
von Spalten und nochmalige Anwendung riickgéingig gemacht wird, gilt die Aquivalenz
zwischen MATRIXSCHWACHE und GENERALIZED MINIMUM DISTANCE* ohne Verdnderung
der Eingabe.

17Zwei Mengen A und B sind many-one-aquivalent, wenn sowohl A <,, B, als auch B <,, A gilt. Dies
wird auch als A =, B geschrieben. Sind beide Reduktionen zudem polynomial, so schreibt man A =%, B.
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2.8 Die Komplexitat von Minimum Distance

2.3 Die Komplexitat von Minimum Distance

Da MINIMUM DISTANCE ein Problem der Codierungstheorie ist, werden meist die biniren
Zahlen bzw. im allgemeineren Falle ein endlicher Korper zugrunde gelegt. Um eine Aqui-
valenz zu MATRIXROBUSTHEIT zu gewinnen, musste jedoch die auf beliebige Korper ver-
allgemeinerte Variante GENERALIZED MINIMUM DISTANCE verwendet werden.

Trotz des Unterschiedes konnen Aussagen zu MINIMUM DISTANCE verwendet werden,
da es ein Spezialfall von MATRIXROBUSTHEIT ist. Daher gilt die NP-Vollstandigkeit, die
Alexander Vardy in [Var97] fiir MINIMUM DISTANCE auf endlichen Koérpern zeigt, auch
flir MATRIXROBUSTHEIT. Ob MATRIXROBUSTHEIT auch NP-vollstdndig ist, wenn nur un-
endliche Korper betrachtet werden, bleibt offen.

Weitere Ergebnisse zur Komplexitdt von MINIMUM DISTANCE liefern Dumer etal. in
[DMSO03]. Sie zeigen unter anderem, dass MINIMUM DISTANCE nicht mit konstantem Fak-
tor von randomisierten Polynomialzeit-Algorithmen (RP) approximiert werden kann, so-
fern RP # NP. Im Gegensatz zu Vardys Ergebnis, welches im Folgenden erlautert wird,
wird hierauf in dieser Arbeit nicht nadher eingegangen.

Die in den meisten Fallen verwendete Form von MINIMUM DISTANCE lautet wie folgt:
Problem: MINIMUM DISTANCE
Instanz: Eine bindre m x n-Matrix M und eine positive, ganze Zahl w.

Frage: Gibt es einen Vektor z € F3 ungleich dem Nullvektor mit einem Gewicht von
hochstens w, so dass Mx = 07

Dabei bezeichnet Fo den eindeutig bestimmten Korper mit zwei Elementen. Vardys Be-
weis baut hauptsichlich auf dem NP-Vollstandigkeitsbeweis fiir das Problem MAXIMUM-
LIKELIHOOD DECODING aus [BMvT78] auf, welches wie folgt definiert ist.

Problem: MAXIMUM-LIKELIHOOD DECODING
Instanz: Eine binédre m x n-Matrix H, ein Vektor s € F5' und eine positive, ganze Zahl w.

Frage: Gibt es einen Vektor € F5 mit einem Gewicht von hochstens w, so dass Hx = s?

Dazu wird MAXIMUM-LIKELIHOOD DECODING zunédchst etwas eingeschrankt, was aber
die NP-Vollstandigkeit nicht verletzt. So kann laut Vardy angenommen werden, dass man
nur x # 0 sucht, alle Spalten von M verschieden sind, sowie eine Matrix M mit vol-
lem Zeilenrang vorliegt. Auflerdem werden die Spalten der Paritdtskontrollmatrix H aus
MAXIMUM-LIKELIHOOD DECODING als Elemente des endlichen Raums mit 2" Elementen
GF(2™) betrachtet. Dies ergibt die Variante von SUBSET SUM fiir endliche Korper.

Problem: FINITE-FIELD SUBSET SUM

Instanz: Eine positive, ganze Zahl m, eine Menge von n < 2" verschiedenen Elementen
al,...,an € GF(2™), ein Element 8 € GF(2") ungleich Null und eine positive,
ganze Zahl w < m — 1.

Frage: Gibt es eine nicht-leere Teilmenge {c;,,...,a;,} von {aq,...,a,}, so dass
(075 ++a15 :/B

und § < w?
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2. Komplexitdt

Ausgehend von MINIMUM DISTANCE iiber dem Koérper GF(2™) beweist Vardy nun die
folgende Aussage.

Theorem 2.52
Die Ezistenz eines Polynomialzeit-Algorithmus fir MINIMUM DISTANCE impliziert die
Existenz eines Polynomialzeit-Algorithmus fir FINITE-FIELD SUBSET SUM.

Beweisidee:

Fir FINITE-FIELD SUBSET SUM sei die Eingabe a1,...,a,, 8 und w gegeben. Daraus
wird eine Reihe von Matrizen Aq,..., A, konstruiert, die als Paritdtskontrollmatrizen fiir
die Codes C1,...,C,, iiber GF(2™) aufgefasst werden. Diese Matrizen sind so konstruiert,
dass der Codeabstand von Cs gleich § + 1 ist, wenn o, + --- + o, = (3 fiir beliebige
i1,...,15. Im anderen Fall ist der Codeabstand von Cy gleich § + 2.

Angenommen @ ist ein Polynomialzeit-Algorithmus fiir MINIMUM DISTANCE. Dann rufen
wir ® mit M := A5, w =d+1und § = 1,...,w auf. Gibt ® fiir eine dieser Eingaben
»Ja‘ zurtick, so gibt es iy,...,iy mit a;; + ...+ a;, = [ und die Antwort auf FINITE-
FIELD SUBSET SUM lautet ebenfalls , Ja“. Liefert ® fiir keine der Eingaben ,Ja“, wird
FINITE-FIELD SUBSET SUM mit ,,Nein* beantwortet.

Die Konstruktion der Matrizen A; und der Beweis ihrer Eigenschaften ist ein wesentlicher
Teil von Vardys Arbeit. Ein weiterer Teil beschéftigt sich mit der NP-Vollstandigkeit fiir
bindre Codes und die Erweiterung auf beliebige endliche Korper.

Zusammenfassend fiir dieses Kapitel lasst sich sagen, dass MATRIXROBUSTHEIT mit end-
lichem Koérper NP-vollstdndig ist und nicht mit konstantem Faktor von randomisierten
Polynomialzeit-Algorithmen approximiert werden kann, sofern RP # NP. Ob dies auch
flir MATRIXROBUSTHEIT mit unendlichem Korper gilt, bleibt offen. Durch den Bezug zu
MiINIMUM DISTANCE und MINIMUM CIRCUIT bieten sich jedoch einige Ansatzpunkte, die
Komplexitat von MATRIXROBUSTHEIT genauer, im Speziellen fiir unendliche Kérper zu
bestimmen. Die Betrachtung von MATRIXROBUSTHEIT auf unendlichen Kérpern ist von
Bedeutung, da die Sensitivitdtsmatrix auf solchen beruht.
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Kapitel 3

Algorithmen

Das Problem der MATRIXROBUSTHEIT ist, wie im vorhergehenden Kapitel gezeigt wurde,
fiir endliche Korper NP-vollstandig, was die Hoffnungen auf einen schnellen Polynomial-
zeit-Algorithmus schwinden lésst. Im Abschnitt 3.2 werden daher ein Algorithmus mit
exponentialer Laufzeit fiir den Worst-Case angegeben und in 3.4 die Ergebnisse von ei-
nigen Beispielrechnungen préasentiert. Dieselben Beispiele werden dort auch auf die in
Abschnitt 3.3 vorgestellte Heuristik angewandt. Diese besitzt zwar eine polynomiale Lauf-
zeit, jedoch konnen keine Aussagen zu der Ergebnisqualitat gemacht werden. Im Folgenden
Abschnitt wird zunéchst ein Spezialfall des MATRIXROBUSTHEIT-Problems betrachtet, der
exakt in polynomialer Zeit gelost werden kann.

3.1 Matrixrobustheit bei einfacher linearer Abhangigkeit

Inspiriert von der Pseudo-Rang-Berechnung in [AP05] werden im Folgenden Instanzen des
MATRIXROBUSTHEIT-Problems betrachtet, bei denen ausschliellich die paarweise lineare
Abhéngigkeit auftritt. Das heifit, wenn eine Menge von Vektoren linear abhéngig ist, so
sind diese stets paarweise linear abhéngig. Dazu kann der folgende Sachverhalt festgehalten
werden.

Lemma 3.1
Die paarweise lineare Abhdngigkeit ist eine Aquivalenzrelation. Insbesondere bildet eine
Menge von Vektoren Klassen von paarweise linear abhdngigen Vektoren.

Bewets:
Eine Aquivalenzrelation muss die folgenden drei Eigenschaften besitzen:

Reflexivitat Ein Vektor z ist linear abhéngig von sich selbst, da gilt: x =1 - x.

Transitivitat Es seien die Vektoren x und y, sowie y und z linear abhéngig, d.h. x = c-y
und y = d - z mit ¢,d € R. Dann gilt x = c¢d - z, also ist = linear abhéngig von z.

Symmetrie Ist x linear abhéngig von y mit x = ¢ - y, so ist y linear abhéngig von x mit
1

O

Mit dieser Beobachtung kann das Problem nun genauer analysiert werden.

35



3. Algorithmen

Input: n x m matrix M, integer k£ > 0
Output: true or false > M ist robust bzw. ist nicht robust bzgl. paarw. lin. Abh.

1: function MATRIXROBUSTNESSPLD (M, k)

2: initialize all rows of M as 'unmarked’

3: for i — 1 to m do

4: if row ¢ is not marked then > Zeile ¢ wurde noch nicht klassifiziert
5: [0 > Variable [ speichert Kardinalitat der aktuellen Klasse
6 for j i+ 1tomdo > alle Zeilen < ¢ wurden schon klassifiziert
7 if row i is linear dependent on row j then

8 l—1+1

9: mark row [

10: end if

11: end for

12: if [ <k then > aktuelle Klasse hat nicht geniigend Elemente
13: return false

14: end if

15: end if

16: end for

17: return true

18: end function

Algorithmus 3.1: Exakte Losung von MATRIXROBUSTHEIT fiir Sensitivitdtsmatrizen mit
ausschliellich paarweise linearen Abhéngigkeiten. Die Zeilenvektoren der Sensitivititsmatrix wer-
den Kklassifiziert, indem zu allen Zeilenvektorpaaren die (paarweise) lineare Abhéngigkeit bestimmt wird.

Lemma 3.2

Damit eine Sensitivitdtsmatriz robust gegentiber dem Ldoschen von k Zeilen ist, muss jede
Aquivalenzklasse von paarweise linear abhingigen Vektoren iber mindestens k + 1 Zeilen
verfigen.

Beweis: Beim Ausfall von k Messgeriten ist im Worst-Case offensichtlich nur eine Aqui-
valenzklasse betroffen. Sind hochstens k Zeilen in dieser Klasse, so wird die gesamte Klasse
geloscht, was zu einer Verringerung des Rangs der Sensitivitdtsmatrix fithrt. Also muss
jede Klasse iiber mindestens k + 1 Zeilen verfiigen, damit sie nicht vollstdndig eliminiert
wird. ]

Aufgrund der erlauterten Einfachheit, die MATRIXROBUSTHEIT unter Annahme von aus-
schliefllich paarweiser linearer Abhangigkeiten besitzt, lassen sich leicht Algorithmen mit
polynomialer Laufzeit fiir die Probleme MATRIXROBUSTHEIT und MINIMALE ROBUSTE
SUBMATRIX entwerfen.

Nach Lemma 3.2 muss lediglich die Grofle [; jeder Aquivalenzklasse von paarweise linear
abhéngigen Vektoren bestimmt und /; < k getestet werden. Algorithmus 3.1 demonstriert
dieses Vorgehen.

Da als Eingabe eine m x n-Sensitivitatsmatrix vorliegt, lasst sich die lineare Abhangigkeit
zweier Vektoren in O(n) bestimmen. Die Gesamtlaufzeit ergibt sich zu O(m? - n). Die
Laufzeit ldsst sich verringern zu O(m - ¢ - n), wobei ¢ die Anzahl von Aquivalenzklassen
bezeichnet. Dazu wird von jeder Klasse der erste gefundene Vektor in eine verkettete Liste
eingefligt und stets nur die lineare Abhéngigkeit zu diesen Reprasentanten gepriift.

36



3.1 Matrizrobustheit bei einfacher linearer Abhdngigkeit

Input: m x n matrix M, integer £k >0 > M muss robust bzgl. k sein, sonst Fehler
Output: submatrix of M > kleinste bzgl. paarw. lin. Abh. robuste Submatrix von M

1: function MINIMALROBUSTSUBMATRIXPLD (M, k)

2: initialize all rows of M as 'unmarked’

3: for i — 1 to m do

4: if row ¢ not marked then > Zeile ¢ wurde noch nicht klassifiziert
5: [0 > Variable [ speichert Kardinalitat der aktuellen Klasse
6 for j <~ i+ 1 tom do > alle Zeilen < ¢ wurden schon klassifiziert
7 if row i is linear dependent on row j then

8 if [ <k then

9 l—1+1

10: mark row j

11: else > Klasse besitzt k + 1 Elemente
12: delete row j > weitere sind tiberfliissig
13: end if

14: end if

15: end for

16: if [ < k then > aktuelle Klasse hat nicht geniigend Elemente
17: return error ”"The input matrix is not robust.”

18: end if

19: end if

20: end for

21: return M

22: end function

Algorithmus 3.2: Berechnung der MINIMALEN ROBUSTEN SUBMATRIX von Sensitivitéts-
matrizen mit ausschliefflich paarweise linearen Abhéngigkeiten

Mit geringfiigigen Modifikationen an Algorithmus 3.1 lésst sich auch die MINIMALE RO-
BUSTE SUBMATRIX mit Laufzeit O(m? - n) fiir Sensitivititsmatrizen mit ausschliefflich
paarweise linear abhéngigen Vektoren berechnen, wie Algorithmus 3.2 zeigt.

Bemerkung 3.3

Bezeichnet man eine Menge von linear abhangigen Vektoren, deren echte Teilmengen nicht
linear abhéngig sind, als Kreise (vgl. Bezeichnung 2.2), so ist offensichtlich, dass bei aus-
schliellich paarweiser linearer Abhéngigkeit alle moglichen Kreise eine Kardinalitédt von
zwei besitzen. Erlaubt man auch andere lineare Abhéngigkeiten, so zeigt das folgende
Beispiel, dass die Kreise dann unterschiedliche Kardinalitdten annehmen konnen.

Seien a := (1,0,0), b := (0,1,1), ¢ := (1,1,1), d := (0,—1,1) und e := (1,2,0). Dann
sind A := {a,b,c} wegen ¢ = a+ b und B := {¢,d,e} wegen ¢ = d + e zwei linear
abhangige Mengen. Diese sind aufgrund der Tatsache, dass es keine paarweisen linearen
Abhéngigkeiten gibt, Kreise. Wegen a = —b+c¢ = —b+d + e ist {a, b,d, e} eine abhéngige
Menge und offensichtlich auch ein Kreis, da alle dreielementigen Teilmengen davon linear
unabhéangig sind.

Dies deutet an, dass die Menge aller Kreise schnell recht kompliziert werden kann, wenn
man mehr als paarweise lineare Abhangigkeit erlaubt, was eine Erklarung fiir die Komple-
xitdt von MATRIXROBUSTHEIT ist und auch dafiir, dass die obigen einfachen Algorithmen
nicht auf allgemeinere Problemstellungen erweitert werden konnen.
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3. Algorithmen

3.2 Modellierung als Mixed Integer Linear Program (MIP)

Die Konstrukte eines Mixed Integer Linear Programs, kurz MIP sind Verallgemeinerun-
gen derer eines Linear Programs (LP). In einem LP wird {iber Variablen ein Losungsraum
definiert, der durch die Angabe von Ungleichungen eingeschrankt wird. Betrachtet werden
diese Einschrankungen als Halbrdume in einem der Variablenanzahl entsprechend dimen-
sioniertem Raum. Schneidet man alle Halbraume, so ergibt sich der giiltige Losungsraum.
In diesem Raum kann in Polynomialzeit eine gegebene lineare Zielfunktion minimiert wer-
den, wie Leonid Khachiyan durch die Angabe eines Algorithmus [Kha79] bewiesen hat.
Dieser besitzt jedoch unpraktikabel hohe Laufzeiten, die mit der projektiven Methode von
Narendra Karmarkar [Kar84] vermieden werden. Eine detailliertere Einfiihrung in Linear
Programming gibt z. B. [CLRSO01].

Alle Variablen eines LPs sind stets aus den reellen Zahlen zu wahlen. Mixed Integer Linear
Programs dagegen erlauben auch die Beschrankung auf ganzzahlige Variablen bzw. mit
entsprechenden Ungleichungen auf bindre Variablen. Allerdings kénnen MIP-Probleme
i. A. nicht in Polynomialzeit geldst werden, wie die folgende einfache Reduktion von dem
Problem 3-SAT zeigt.

Theorem 3.4
Das Lésen von MIPs ist NP-hart.

Beweis:

Der Beweis wird mit einer Reduktion von 3-SAT! auf MIP gefiihrt. Die zu minimierende
Zielfunktion wird als konstant angenommen, so dass zur Losung des MIP lediglich eine
zulassige Losung, d. h. eine Losung aus dem Losungsraum gesucht werden muss.

Sei ¢ eine Instanz von 3-SAT mit den Variablen z1, ..., z,, woraus eine Instanz v fiir MIP
mit den bindren Variablen y1,...,y, und z1,..., 2z, konstruiert wird, wobei y; und z; zu
den Literalen x; bzw. T; korrespondieren. Um zu garantieren, dass y; + z; = 1 ist, werden
folgenden Ungleichungen eingefiihrt:

Vi<i<n: yi+z2>1 AN y+2z<1

Weiterhin gibt es fiir jede Klausel in der 3-SAT-Instanz eine Ungleichung in der MIP-
Instanz, wobei die Summe der zu den Literalen korrespondierenden Variablen gréfler oder
gleich 1 sein soll, also wird z. B. fiir (z1 Va3V Z4) die Ungleichung y; +ys+24 > 1 festgelegt.

Offensichtlich gilt nach dieser Konstruktion ¢ € 3-SAT < 1 ist mittels MIP 16sbar. d

Das Losen von MIP-Problemen ist NP-vollstdndig, da es NP-Algorithmen dafiir gibt. Auf-
grund der vielseitigen Einsetzbarkeit von MIPs sind relativ gute Loser vorhanden [Fou05].

3.2.1 Theoretische Entwicklung

Eine Anwendung von MIPs ist die MATRIXROBUSTHEIT, wie das folgende Theorem zeigt.

'Das Problem 3-SAT besitzt als Eingabe einen logischen Ausdruck in konjunktiver Normalform mit
genau drei Literalen pro Disjunktion, also z.B. (z1 V 22 V Z3) A (T2 V &3 V x4). Die Frage ist, ob es eine
erfiillende (so dass der Ausdruck wahr bzw. 1 wird) Belegung z; — {0, 1} gibt.
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3.2 Modellierung als Mized Integer Linear Program (MIP)

Theorem 3.5

Das Problem der MATRIXROBUSTHEIT kann mithilfe eines MIP geldost werden. Ist eine
m x n-Sensitivititsmatriz gegeben, so betrigt die Laufzeit O(2™ - (n - m)°W).

Beweis:

Statt der MATRIXROBUSTHEIT wird das dazu dquivalente Problem der UMFASSENDSTEN
HYPEREBENE betrachtet (siehe Abschnitt 1.5).

Problem: UMFASSENDSTE HYPEREBENE

Instanz: Eine m X n-Sensitivitatsmatrix M iiber einem beliebigen Korper K mit Rang
n, m > n und eine positive ganze Zahl k.

Frage: Gibt es eine Hyperebene in dem Raum K", die mindestens n — k viele Zeilenvek-
toren aus M enthalt?

Es soll also eine Hyperebene von K™ gefunden werden, die moglichst viele Vektoren enthalt.
Dazu wird fiir jede Zeile der Sensitivitdtsmatrix (im Folgenden mit y; bezeichnet) eine
bindre Variable d; eingefiihrt. Dabei soll gelten:

d;=0 <& y; liegt in der Hyperebene

Mit dieser Voraussetzung muss lediglich die Summe der d; minimiert werden:

minimiere(d; + ... + dp) (3.1)

Die gesuchte Hyperebene wird durch ihren Normalenvektor dargestellt, der im Folgenden
mit x bezeichnet wird. Die einzige Bedingung, die dieser Vektor erfiillen muss, ist, dass
er nicht der Nullvektor ist. Diese Forderung wird weiter unten betrachtet und umgesetzt.
Um nun zu testen, ob ein Vektor in der Hyperebene liegt, kann das Skalarprodukt (-,-)
verwendet werden, da gilt:

(yi,x) =0 < y; steht senkrecht zu z

Nun muss diese Tatsache mit den Variablen d; gekoppelt werden. Das geschieht mithilfe
von je zwei Nebenbedingungen pro Zeile:

7

)
)

(3.2)

(3.3)

(y

—d
—1-(yi,z) —d

IN N

iy L
iy L i

7

Da die Lange der Vektoren fiir Lagebetrachtungen nicht relevant sind, kann vorausgesetzt
werden, dass ||y;|| < 1 und [|z|]| < 1 ist. Somit gilt —1 < (y;,z) < 1. Nun kdnnen
die folgenden Aussagen gemacht werden, woraus die oben gewiinschte Eigenschaft der
Variablen d; folgt:

(yi,z) >0 = d; >0 wegen (3.2)
(yi,z) =0 = d; =0 wegen (3.1), (3.2) und (3.3)
(yi,z) <0 = d; >0 wegen (3.3)
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3. Algorithmen

Die Voraussetzung ||y;|| < 1 kann o.B.d. A. als gegeben angenommen werden, wihrend
||z|] <1 dagegen explizit gefordert werden muss, aber durch folgende einfache Bedingun-
gen fiir jede Komponente von x erreicht werden kann:

S <y < (3.4)

S
SEES

Nun bleibt noch die Voraussetzung ||z|| > 0 (also z # 0) umzusetzen. Dies kann allerdings
nicht durch einfache Ungleichungen erreicht werden, da es keine konvexe Eigenschaft ist.
Eine Moéglichkeit wére es, quadratische Programmierung zu verwenden, um dies umzuset-
zen. Jedoch sind entsprechende Loser kaum verfiigbar und die zuséatzlichen Moglichkeiten
machen sie wesentlich langsamer als MIP-Loser. Daher wird hier der Ansatz gewéahlt, den
Algorithmus n mal zu durchlaufen und in jedem Durchlauf eine Komponente des Vektors
x fest, grofer als Null, aber die Ungleichung (3.4) nicht verletzend zu wéhlen. Dies kann
z.B. mit der Einschrankung x; = 1/n erreicht werden.

Insgesamt werden n reelle Variablen fiir den Normalenvektor und m bindre Variablen ver-
wendet. Somit ist ein Algorithmus mit der Laufzeit O(2™ - (n - m)®() verfiigbar, der im
folgenden Abschnitt explizit formuliert wird. Die angegebene Laufzeit ergibt sich, wenn
jede mogliche Belegung der m bindren Variablen ausprobiert wird und da LPs in polyno-
mialer Zeit gelost werden konnen. O

3.2.2 Praktische Umsetzung

Das in Theorem 3.5 entwickelte MIP wurde in der Modellierungssprache GNU MathProg
umgesetzt, deren Definition in [Mak05] nachgelesen werden kann. Algorithmus 3.3 zeigt
den Strukturteil des MIPs, d. h. alle verwendeten Konstrukte bis auf die Parameter- und
Variablenbelegung. Das Zeichen % dient als Platzhalter. Laut des Beweises von Theo-
rem 3.5 soll das MIP n-mal gelost werden, wobei % sukzessiv durch die Zahlen 1 bis n
ersetzt wird. Zu beachten ist weiterhin, dass die Voraussetzung ||y;|| < 1 im MIP durch
die Variablen r; umgesetzt wird. Dabei wird jedes Vorkommen von y;; durch r; dividiert.

Da die Ungleichung
2 lysal 2 > v
iEN iEN

gilt, wird die linke, schneller zu berechnende Formel in der Ungleichung statt der Norm
von y; (rechte Seite) verwendet, um die Voraussetzung zu implementieren.

Da das MIP mehrfach fiir dasselbe Problem gelost werden muss, wird fiir diese Aufgabe
ein Python-Skript eingesetzt, das die Sensitivitatsmatrix aus einer Datei im CSV-Format
(Comma Seperated Values, siehe [Sha05]; hier mit dem Tabulator als Trennzeichen) ein-
liest. Eine Einfiihrung und fiir die hier verwendeten Zwecke ausreichende Ubersicht der
Programmiersprache Python ist in dem Tutorial [vR05] zu finden. Das Skript generiert
im einfachsten Fall nacheinander die n MIPs und startet das Programm GLPSOL aus dem
Programmpaket GNU Linear Programming Kit, Version 4.8 (zur Anwendung von GLPSOL
siehe [Mak05]), welches das jeweilige MIP 16st. Nach jeder Berechnung wird die Ausgabe
von GLPSOL eingelesen. Damit kann dann das globale Minimum tiber alle Teillésungen be-
stimmt und die zugehorigen Werte ausgegeben werden. Dazu zahlen der Normalenvektor x,
und bei welchen Zeilen d; ungleich Null ist, also welche Zeilen geloscht werden miissen,
damit die Sensitivitatsmatrix im Rang fallt.
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3.2 Modellierung als Mized Integer Linear Program (MIP)

1: define parameter n > Spaltenanzahl der Sensitivitatsmatrix
2: define parameter m > Zeilenanzahl der Sensitivitatsmatrix
3: define set N :={1,...,n} > Menge Spaltenindizes
4: define set M :={1,...,m} > Menge Zeilenindizes

5: define parameter Vj € M Vi € N:y;; > j-i Variablen fiir die Sensitivitatsmatrix

6: define parameter Vj € M: rj < > .\ |y > Divisor fiir y;; Ziel: ||y;|| <0
7: define binary variable Vj € M: d; > bindre Variablen d; fiir die Zeilen
8: define variable Vi € N: z; > Komponenten x; des Normalenvektors

9: minimize ) ..,/ d;

10: subject to Vj € M: ZzeN(yjjZ cxi) —d; <0 > (y,x) —d; <0
11: subject to Vj € M: ZzeN(yjjZ ~xi)+d; >0 >—1-(y,x)—d; <0
12: subject to : zo = % > % steht fiir den aktuellen Schleifenindex

—

13: subject to Vi € N: w; > —=
14: subject to Vi € N: x; < %

Algorithmus 3.3: MIP zur (Teil-)Lésung von UMFASSENDSTE HYPEREBENE. Dargestellt ist
der sogenannte Strukturteil des MIPs, die Belegung der Parameter n,m und der Variablen y; ; erfolgt in
dem hier nicht abgebildeten Datenteil.

Da Zeilen in der Matrix, deren Komponenten alle Null sind, keinen Einfluss auf den Rang
der Sensitivitdtsmatrix haben, werden diese vom Skript wahrend des Preprocessings iden-
tifiziert und bei der Problemlosung ignoriert. Auflerdem wird der Spérlichkeitsfaktor (An-
teil der Nulleintrége) der Sensitivitdtsmatrix zur manuellen Abschétzung der Laufzeit des
Programms bestimmt.

Offensichtlich 16st der hier implementiere Algorithmus MATRIXROBUSTHEIT iiber einem
unendlichen Korper, was speziell fiir die Beispielrechnungen, die in Abschnitt 3.4 vorge-
stellt werden, notwendig ist. Die Frage nach der Komplexitdt von MATRIXROBUSTHEIT
fiir unendliche Koérper ist jedoch offen.

3.2.3 Verbesserungen

Kleinstes erreichbares Minimum Wird bei einem MIP festgestellt, dass es ausreicht,
eine einzelne Zeile der Sensitivitatsmatrix zu 16schen, so kann die Berechnung eingestellt
werden, da es kein besseres Ergebnis gibt.

Weiterverwendung von Teillosungen Da das absolute Minimum von allen n MIPs
bestimmt werden soll und diese sukzessive gelost werden, konnen bereits gewonnene Werte
weiterverwendet werden. So wird, sofern bereits eine Teillosung berechnet wurde, diese in
den folgenden Teilproblemen benutzt, um deren Losungsraume einzuschranken und so den
Losungsprozess zu beschleunigen. Um dieses Vorgehen zu realisieren, wird die zusatzliche
Bedingung > ¢, dj < % im MIP eingefiihrt. Dabei wird % durch das derzeit beste Mi-
nimum ersetzt. Falls ein solches noch nicht bestimmt wurde, wird die gesamte Bedingung
ignoriert.
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3. Algorithmen

Paarweise lineare Abhiingigkeiten Eine wesentlich tiefgreifendere Anderung am MIP
stellt die Elimination von paarweise linearen Abhéangigkeiten dar. Der Ansatzpunkt hierfiir
ist der folgende: Wenn ein Vektor aus einer Klasse von paarweise linear abhingigen Vek-
toren geloscht wird, miissen auch die anderen Vektoren aus dieser Klasse geloscht werden,
damit die Loschung einen Effekt hat (vgl. Lemma 3.2). Betrachtet man diese Aussage aus
einem anderen Blickwinkel, so kann man auch nur die Aquivalenzklassen betrachten und
weist ihnen die Anzahl der zugehdrigen Vektoren als Gewicht zu. Das Python-Skript fasst
dazu im Preprocessing paarweise linear abhangige Vektoren zusammen, indem es alle bis
auf den jeweils ersten Reprasentanten 16scht und dabei die Gewichte bestimmt. In der zu
minimierenden Summe werden diese Gewichte mit den binédren Variablen fiir jede Klasse
multipliziert. Folgende zwei Zeilen werden dafiir abgeandert:

9: minimize ) ..,/ d;
15: subject to : Y, d; <%

Dabei bezeichnet % wieder das beste derzeit bestimmt Minimum aus den vorhergehenden
Teillosungen. Als Resultat der Anderung enthélt das Skript stattdessen:

9: minimize ), ), w; - d;
15: subject to : > .\ wj-dj <%

Zusatzlich werden die Variablen w; angelegt und im Daten-Teil des MIP mit den im
Preprocessing errechneten Werten ausgestattet.

Zeitlimitierung Um dem Benutzer moglichst zeitig einen Blick auf suboptimale Losun-
gen zu geben, wird GLPSOL auf den n MIPs mit einem bestimmten Zeitlimit gestartet.
Wurden bei mehreren MIPs nur suboptimale Losungen bestimmt, werden diese in einem
néchsten Anlauf nochmals berechnet, diesmal jedoch mit einem doppelt so grolem Zeit-
fenster. Dies wird wiederholt, bis alle MIPs gelost wurden. Bleibt nur ein MIP tibrig, so
setzt das Python-Skript selbstverstéandlich keine Zeitschranke mehr ein. Die benétigte Zeit
ist mit dieser Technik nur hochstens dreimal so hoch wie zuvor, jedoch werden die schnell
losbaren Probleme frither berechnet.

Die Zeitfenster-Technik hat noch weitere Vorteile, die sich aus der Kombination mit den
anderen Verbesserungen ergeben. So kann das kleinste erreichbare Minimum frither gefun-
den werden, als wenn alle Teilprobleme vollstandig nacheinander durchgerechnet werden.
Auch werden auf diese Weise (suboptimale) Teillosungen schneller berechnet und kénnen
als Schranken fiir andere und sogar dasselbe Teilproblem verwendet werden.

3.3 Heuristik

Da MATRIXROBUSTHEIT (fiir endliche Korper) ein NP-vollstandiges Problem ist, kénnte
eine schnelle, aber das Ergebnis nur ndherungsweise bestimmende heuristische Vorgehens-
weise von Nutzen sein. Eine einfache Moglichkeit einen solchen Algorithmus zu gewinnen
ist es, das in Abschnitt 3.2 vorgestellte Python-Skript so abzuédndern, dass der Benutzer
eine Zeit angibt, bei der das Programm abbricht. Daraufhin kénnen die bis dahin gewon-
nenen suboptimalen Losungen als Ndherung an die exakte Losung des Problems abgelesen
werden.

Eine weitere Moglichkeit fiir eine Heuristik besteht in einer grundlegenderen Abénderung
des MIP. Der Unterschied ist, dass nicht nach einem optimalen Normalenvektor gesucht
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3.8 Heuristik

Input: m x n matrix M = (y;;)
Output: number of deleted rows > nach dem Léschen dieser Zeilen féllt M im Rang

1: function MATRIXROBUSTNESSHEURISTIC(M)

2: l—0 > Zahler fiir geloschte Zeilen

3: for k +—1tondo

4: solve the k-th LP > gleich dem MIP 3.3 bis auf die Definition von d;:
> define variable Vj € M: d;

5: end for

6: search for global best solution and its normal vector x

7 if the solution is not zero then > = steht nicht senkrecht zu allen Vektoren

8: determine the vector y with the smallest scalar product with x

9: delete y

10: l—1+1

11: goto line 3

12: else

13: return [

14: end if
15: end function

Algorithmus 3.4: Heuristik basierend auf LPs zur Losung von MATRIXROBUSTHEIT mit
polynomialer Laufzeit

wird, sondern nach einem ,,Durchschnittsnormalenvektor“. Dazu werden die Variablen
d; nun zu reellen Variablen, die die Abweichung eines Vektors zu dem Normalenvektor
messen, wobei positive und negative Abweichungen gleichwertig behandelt werden. Uber
die Abweichungen wird minimiert, also genau wie im MIP iiber die Summe der d;. Ein
Vektor z, der diese Summe minimiert, wird als ,,Durchschnittsnormalenvektor® verwendet.
Da es nun keine auf die ganzen Zahlen eingeschrankte Variablen mehr gibt, liegt ein LP
vor, welches in polynomialer Zeit gelost werden kann.

Auch diese Heuristik enthélt die nicht-konvexe Bedingung ||x|| > 0 und wird daher n-mal
gelost, wobei jeweils eine Komponente von z fest gewahlt wird. Sind alle n Teilprobleme
gelost, wird das beste Ergebnis herausgefiltert und der Vektor mit der grofiten Abweichung
zur Hyperebene (also mit der kleinsten Abweichung zum Normalenvektor =) gesucht und
geloscht. Dieses Vorgehen wird solange wiederholt, bis die Summe der d; gleich Null ist,
mit anderen Worten bis ein Normalenvektor gefunden wurde, zu dem alle verbliebenen
Zeilenvektoren senkrecht stehen. Algorithmus 3.4 fasst das hier motivierte Vorgehen zu-
sammen.

Von den Verbesserungen des MIPs lasst sich die Zusammenfassung der Klassen paarweiser
linear abhéngiger Vektoren iibernehmen. So kann durch ein Preprocessing die Dimension
der Probleminstanz verkleinert werden.

Bemerkung 3.6

Die hier vorgestellte Heuristik wére ein exakter Algorithmus, wenn der Vektor mit dem
grofftem Skalarprodukt zu dem Normalenvektor stets nicht in der optimalen Hyperebene
liegt. Dies gilt allerdings nicht. Betrachte dazu eine Sensitivitatsmatrix M mit der Spalten-
anzahl n = 3, die k paarweise linear abhéngige Vektoren, dazu einen einzelnen senkrechten
Vektor und weitere k paarweise linear abhéangige Vektoren, die nur einen kleinen Winkel zu
den ersten k Vektoren besitzen, aber in der durch die ersten k41 Vektoren aufgespannten
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3. Algorithmen

Ebene liegen. Zuséatzlich enthalte M k paarweise abhéngige Vektoren, die senkrecht auf
der Hyperebene stehen. Abbildung 3.1 verdeutlicht diese Konstellation.

4 k Vektoren

einzelner Vektor

k Vektoren

k Vektoren
optimale Hyperebene

Abbildung 3.1: Beispiel zur Heuristik

Da 3 - k Vektoren mehr Einfluss in der zu minimierenden Summe besitzen als ein einzel-
ner Vektor, wird bei der Bildung eines ,,Durschnittsnormalenvektors® der einzelne Vektor
vernachlassigt und die korrespondierende Hyperebene liegt in der Nahe der 3 -k Vektoren.
Somit wird der einzelne Vektor im Schritt 9 von Algorithmus 3.4 gel6scht, also ein Vektor
aus der optimalen Hyperebene.

3.4 Experimentelle Ergebnisse vom MIP-Algorithmus und
der Heuristik

Von der Firma DIgSILENT GmbH wurden aus vier Beispiel-Stromnetzen die entsprechen-
den Sensitivitdtsmatrizen zum Testen des MIP-Algorithmus und der LP-Heuristik gene-
riert. Diese Stromnetze werden im Folgenden zusammen mit den Ergebnissen vorgestellt.
Zum Ablauf der Sensitivitdtsmatrizen-Generierung sei erneut auf [AP05] verwiesen. In al-
len Beispielen werden jeweils die Wirk- und die Blindleistung gemessen und sollen an den
sogenannten States iiberwacht werden. Die Matrizen sind bis auf den Datensatz fiir das
namibische Stromnetz auf ganze Zahlen im Bereich —9,...,0,...,9 diskretisiert, wahrend
die Sensitivitdtsmatrix des namibischen Stromnetzes auf den Bereich —999,...,0,...,999
diskretisiert wurde. Damit werden numerische Fehler entfernt, die bei der Berechnung der
Matrizen entstehen, wobei die Wahl des Diskretisierungsbereiches auf Erfahrungswerten
beruht.

Als Testrechner wurde ein AMD Athlon 64 34004+ mit 2,4 GHz, 512 KB L2-Cache und
1 GB Hauptarbeitsspeicher eingesetzt. Debian GNU /Linux 3.1 diente als Betriebssystem.

NineBusSystem Dieses kleine Energieversorgungsnetz (EVN) besitzt neun Knoten
(Sammelschienen) und eine Masche (Kreis, der die Busse 4, 7, 8 und 9 umfasst). Es wurde
zu Testzwecken entworfen. Abbildung 3.2 zeigt die Topologie des Netzes.

Insgesamt umfasst das Netzwerk 40 Messgerate und 12 States, weshalb eine 40 x 12-Sen-
sitivitatsmatrix vorliegt. Diese Matrix enthélt keine Null-Zeilen und besteht zu 56,8 %
aus Null-Eintragen. Aufgrund von paarweisen linearen Abhéngigkeiten konnen 12 Zeilen
ignoriert werden.
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Abbildung 3.2: Netzplan fiir das Beispiel ,,Nine Bus System*“. Die kleinen Quadrate sind mogli-
che Positionen fiir Messgerate, dienen aber auch als Schalter fiir die darunterliegende Verbindung (geftll-
te Kéastchen stehen fiir geschlossene Schalter). Griine Farbe kennzeichnet die Priasenz von Messgeriten,
wéhrend rote Sammelschienen (Busse) mit rotem Abgang fiir die States stehen.

Treelike System Auch hier liegt ein EVN vor, wobei jedoch durch die Abschaltung von

Line 4-5 die Masche aufgetrennt wird und eine baumartige Struktur vorliegt. Abbildung 3.3
zeigt dieses Netz.

External Grid

BX

Term 1 ————

Line 1-2

Term 2

Line 2-3
Line 2-4

load 2.1 load 2.2 Load 2.3

Term 3 : Term 4

Load 3.1

Line 3-5
Line 4-5

load 4.1 load 4.2 Load 4.3

Term &

Lload 5.1 Load 5.2

Abbildung 3.3: Netzplan fiir das Beispiel ,, Treelike System*. Die kleinen Quadrate sind mogli-
che Positionen fiir Messgerate, dienen aber auch als Schalter fiir die darunterliegende Verbindung (gefiill-
te Kéastchen stehen fiir geschlossene Schalter). Griine Farbe kennzeichnet die Priasenz von Messgeriten,
wéhrend rote Sammelschienen (Busse) mit rotem Abgang fiir die States stehen.
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3. Algorithmen

Gemessen werden 40 Werte, die zur Bestimmung von acht States gentigen sollen, gegeben
ist also eine 40 x 8-Matrix. Die diskretisierte Sensitivitdtsmatrix enthalt 14 Null-Zeilen
und besitzt nach dem Loschen dieser Zeilen einen Sparlichkeitsfaktor von 79,2 %. Bei ge-
nauerem Hinsehen lasst sich jedoch der einfache Aufbau der Matrix erkennen, denn die
Zeilenvektoren konnen in 12 Mengen aufgeteilt werden, wobei innerhalb einer Menge alle
Vektoren paarweise linear abhéngig sind. Auflerdem enthélt jeder Vektor entweder nur
an Komponenten mit geraden oder ungeraden Indizes Eintrdge ungleich Null, es findet
also zuséitzlich eine Zweiteilung der Matrix statt. Diese Einteilung ist das Resultat der
separaten Messung von Wirk- und Blindleistung, sowie fehlender Impedanzen (keine Wi-
dersténde, also keine Verdnderung des Stroms) auf den Verbindungen. Schliellich gibt es
nur die Eintrdge £9 und 0, wobei ein Vektor stets entweder keine positiven oder keine
negativen Eintrage enthélt.

MV /LV Distribution Im Gegensatz zu den bisherigen Beispielen liegt hier ein Vertei-
lungsnetz fiir die Mittelspannungs- (MV) und die Niederspannungsebene (LV) vor, welches
in Abbildung 3.4 dargestellt ist. Trotz der geringen Ausmafie kommt es einem realen Netz
recht nahe.
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I

HS/SS1

Hs/552 u : s
_ é o MV-K7
= =z
zZ
MV/BB1I ‘ RW-South MV —d——y
MV/BB2I {4 s 11|
g — W] Baker Str. . -
X | w
g7 T 2 3 g
8 3 te———(() ——=1 K101a B
2 8
I \Y
< A
5 ter2 ‘ ‘ KV101
8 < 5t A Q ) — Railway Station K101b
b -é I’ § ., % ¢ ? + N
< 2 K201a K201b K201c <
o~ ts) cl >
X 4 [0} (e}
> > o \vi o1 @
= = S =
J. Carter St. A Lincoln Str. 8 &
3 p bt K300a K300b &1 «ao0c
< D ‘ P
O
£< V-4
-]
g - MV-K3 ——(O—=13
= [ R %
= 38 2
] - Kv301 General Load
Recr. Area

Abbildung 3.4: Netzplan fiir das Beispiel ,MV/LV Distribution®. Die kleinen Quadrate sind
mogliche Positionen fiir Messgeréte, dienen aber auch als Schalter fiir die darunterliegende Verbindung
(gefiillte Késtchen stehen fiir geschlossene Schalter). Griine Farbe kennzeichnet die Présenz von Mess-
gerdten, wiahrend rote Sammelschienen (Busse) mit rotem Abgang fiir die States stehen.

Mit 108 Messgerdaten und 16 States ist die Sensitivitdtsmatrix (108 x 16) dieses Netzes
groBer als die beiden vorhergehenden. Trotz der relativ wenigen (22) Null-Zeilen besteht
die verbleibende Matrix zu 81,9 % aus Null-Eintrédgen. Zudem gibt es 40 Klassen paarweise
abhéngiger Vektoren.
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3.4 Experimentelle Ergebnisse vom MIP-Algorithmus und der Heuristik

. . Dim. ohne | Sparlich- | lin. Abhéngig- | globales
Netzwerk Dimension Null-Zeilen | keitsfaktor | keitsklassen | Minimum
NineBusSystem 54 x 12 54 x 12 64,7% 36 4
Treelike System 40 x 8 26 x 8 79,2% 12 2
MV/LV Distrib. | 108 x 16 86 x 16 81,9% 40 2
Namibia 573 x 163 | 359 x 163 94,7% 247 1

Tabelle 3.1: Eigenschaften der Beispielprobleme. Dargestellt ist fiir jedes Beispiel-Stromnetz die
Dimension der generierten Sensitivitdtsmatrix und ihre Dimension nach dem Lé&schen aller Null-Zeilen.
Nach dieser Loschung wurde der Sparlichkeitsfaktor, d. h. wie viele Eintrage der Matrix gleich Null sind,
und die Anzahl der Klassen paarweiser linear abhéangiger Vektoren bestimmt. Die letzte Spalte gibt an,
wie viele Eintrage der Sensitivitdtsmatrix geloscht werden miissen, damit sich der Rang dieser verringert.

Namibia Als Real-World-Datensatz wurde von DIgSILENT aus dem namibischen Ener-
gieversorgungsnetz eine diskretisierte 573 x 164-Sensitivitdtsmatrix generiert, die also 573
Messgerite und 164 States modelliert. Nach dem Loschen der 214 Null-Zeilen sind 94,7%
der Eintrage gleich Null.

Tabelle 3.1 fasst die Eigenschaften der Probleme zusammen.

3.4.1 Testergebnisse fiir Berechnungen von Stromnetzwerken

Der in Abschnitt 3.2 vorgestellte Algorithmus wurde mit den verschiedenen Beschleuni-
gungstechniken aus Abschnitt 3.2.3 auf die oben beschriebenen Beispiele angewandt. Fiir
alle Probleme wurde stets die Zeitfenstertechnik eingesetzt, um einen besseren Vergleich
der einzelnen Beschleunigungen zu ermoglichen.

NineBusSystem Die beschriebene Komplexitit des Beispiels (geringer Spérlichkeits-
faktor, relativ viele Aquivalenzklassen von paarweise abhéngigen Vektoren) konnte der
Grund dafiir sein, dass liber 16 Minuten Rechenzeit benétigt wurde, um das Problem
ohne Beschleunigungen zu 16sen.

Setzt man die Klassifizierung von paarweise abhéngigen Vektoren ein, konnten alle Teil-
probleme in weniger als einer Minute gelost werden. Die Weiterverwendung von Teillosun-
gen erwies sich als noch effektiver, mit beiden Techniken zusammen wurde die Losung in
18 Sekunden berechnet.

Treelike System Aufgrund der erlauterten Einfachheit des Problems wurden alle Teil-
probleme ohne Beschleunigungen im ersten Zeitfenster (2sek) gelost, wobei stets 2 als
lokales Optimum gefunden wurde und damit auch das globale Minimum darstellt. Die
Gesamtlaufzeit betrug weniger als eine Sekunde.

MV/LV Distribution Die Berechnung ohne Beschleunigungstechniken nimmt etwa
1,5 Minuten in Anspruch. Als lokale Optima treten die Werte 2, 4, 6, 8, 9, 12 und 49
auf. Das globale Optimum 2 wird im sechsten Teilproblem gefunden.

Bei diesem Problem konnten wie beim , NineBusSystem“-Beispiel gute Verbesserungen
durch die Beschleunigungstechniken erzielt werden. Sowohl die Weiterverwendung von
bereits gewonnenen Losungen, als auch die Bildung von Aquivalenzklassen fithren zu einer
Laufzeit von wesentlich weniger als einer Sekunde.
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Namibia Trotz des Umfangs des Problems beendet das Skript nach acht Sekunden
die Berechnung, da im vierten Teilproblem festgestellt wird, dass nur eine einzelne Zeile
geloscht werden muss. Auch das zweite und dritte Teilproblem wird im Zeitfenster von
zwei Sekunden gel6st und ergibt die Werte 5 und 3, wahrend beim ersten Teilproblem in
zwei Sekunden keine zuldssige Losung gefunden wird.

Versuche ohne diese spezielle Abbruchbedingung ergaben, dass nach dem zweiten Zeitfens-
ter tiber die Hélfte der Teilproblem gelost wurde, wobei fast immer das kleinste erreichbare
Minimum selbst bzw. 2 oder 3 als Ergebnis vorliegen. Bei vielen der anderen Teilprobleme
deutet sich an, dass ihre Berechnung wesentlich mehr Zeit in Anspruch nimmt. So konnte
das Problem ohne Beschleunigungen nicht innerhalb eines Tages gelost werden.

Um die anderen Beschleunigungstechniken zu testen, wurde der Abbruch bei Erreichen des
kleinstmoglichen Minimums abgeschaltet. Wahrend die Elimination von paarweisen linea-
ren Abhéngigkeiten, die das Problem auf eine 247 x 163-Matrix reduziert, die Rechenzeit
nicht auf unter einen Tag verkiirzte, konnte mit der Weiterverwendung von Teillsungen
die Laufzeit extrem reduziert werden. Der Grund hierfiir liegt allerdings wiederum bei
dem kleinem Minimum, das sehr frith gefunden wird. Beide Techniken zusammen ergaben
schliellich eine Laufzeit von etwa 8 Minuten.

Tabelle 3.2 zeigt zusammenfassend die Ergebnisse bzgl. des MIP-Algorithmus.

Rechenzeit in Sekunden

Netzwerk Frgebnis einfach ‘ AK ‘ OS ‘ beides
NineBusSystem 4 1011,26 | 33,36 | 25,97 | 17,41
Treelike System 2 0,07 0,07 0,06 0,04
MV/LV Distribution 2 1,26 0,41 0,18 0,14
Namibia 1 - - 687,28 | 476,14

Tabelle 3.2: Experimentelle Ergebnisse mit dem MIP. Dargestellt sind die Laufzeiten mit nur
der Zeitfenstertechnik (,einfach“), die Zeitfenstertechnik in Kombinationen mit der Zusammenfassung
von Aquivalenzklassen paarweiser linear abhéngiger Zeilenvektoren (AK) und in Kombination mit der
Weiterverwendung von Teillosungen als obere Schranken fiir folgende Teilprobleme (OS), sowie mit allen
drei Techniken gleichzeitig.

Ergebnisse mit der Heuristik Auch zum Testen der Heuristik wurden die oben vor-
gestellten Instanzen verwendet. Jedes Beispiel wurde sowohl mit Zusammenfassung paar-
weise linear abhéangiger Vektoren als auch ohne diese Optimierung berechnet. In zwei Bei-
spielen lieferte der Algorithmus das exakte Ergebnisse, wiahrend er fiir die zwei anderen
Beispiele recht stark davon abweicht, wie in Tabelle 3.3 dargestellt ist.

Zu beachten ist, dass die Laufzeit der Heuristik bei kleineren Datenséatzen nicht zwingend
geringer ist als fiir den exakt rechnenden Algorithmus, wie der folgende Abschnitt u.a.
zeigt. Ein weiterer Grund fiir eine hohere Laufzeit ist die Grofle der Losung. Ist diese
klein, so werden die MIPs des exakten Algorithmus’ durch die Weiterverwendung von
Teillosungen stark eingeschrankt und ihre Losung damit erheblich beschleunigt.

3.4.2 Testergebnisse fiir synthetische Daten

Um einen besseren Vergleich zwischen exakt rechnendem Algorithmus und Heuristik ziehen
zu koénnen, werden im Folgenden die Ergebnisse von Rechnungen auf synthetische Daten
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3.4 Experimentelle Ergebnisse vom MIP-Algorithmus und der Heuristik

einfach Aquivalenzklassen
. Rechenzeit . Rechenzeit
Netzwerk Ergebnis in Sekunden Ergebnis in Sekunden
NineBusSystem 12 1,71 12 1,17
Treelike System 2 0,10 2 0,04
MV /LV Distribution 2 0,62 2 0,14
Namibia 7 2071,77 7 1455,94

Tabelle 3.3: Experimentelle Ergebnisse mit der Heuristik. Dargestellt sind die Ergebnisse und
Laufzeiten sowohl ohne (,einfach*), als auch mit Zusammenfassung der Aquivalenzklassen paarweise linear
abhéngiger Vektoren.
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Abbildung 3.5: Laufzeit und Losungsqualitit fiir Zufallsmatrizen. Diese sind von der Grofie
5n x n mit Eintradgen im Bereich von {-9,...,9} und einem Spérlichkeitsfaktor von 80 %. Jeder Punkt
steht fiir einen Durchschnitt iiber 20 Zufallsinstanzen.

vorgestellt. Mit den synthetischen Daten konnten eine grofle Menge an Beispielen gerechnet
werden, was es erlaubt Durchschnittswerte u.a. zu bilden. Um die Daten zu generieren,
wurden Matrizen mit zufélligen Eintrdgen im Bereich von {—9,...,9} generiert, die einen
Sparlichkeitsfaktor von etwa 80 % besitzen. Als Dimensionen der Matrizen wurde 5-n X n
gewahlt, um in etwa dem Verhéltnis der realen Beispiele zu entsprechen. Abbildung 3.5
zeigt vergleichend die Ergebnisse zur Laufzeit und Losungsqualitiat beider Algorithmen.

Es ist deutlich zu sehen, dass die Laufzeit des exakten Algorithmus im Durchschnitt ex-
ponentiell ist, wihrend die Heuristik mit polynomialer Laufzeit rechnet und so gréflere
Instanzen innerhalb weniger Minuten losen kann. Auflerdem zeigt sich, dass das Ergebnis
der Heuristik im Durchschnitt sehr nahe am exakten liegt. Zudem sind die Laufzeiten
der Heuristik besser vorherzusagen, da z. B. fiir n = 13 die Standardabweichung nur 21 %
betragt im Gegensatz zum exakten Algorithmus mit 130 %.

Aufgrund dessen konnte man schlieflen, dass es giinstig ware, stets die Heuristik zu ver-
wenden. Allerdings betragen die Abweichungen der Heuristik vom exakten Ergebnis bis
zu 50 % und es lasst sich nicht vorhersagen, wie gut die Heuristik ist. Daher scheint es
sinnvoll zunéchst mit dem exaktem Algorithmus zu rechnen, bevor man auf die Heuristik
aufgrund von zu hohen Laufzeiten zuriickfallt.
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Die vorgestellten Algorithmen erscheinen prinzipiell brauchbar fiir Instanzen aus der Pra-
xis, bei denen die Ausfallsicherheiten (der Parameter k) relativ gering sind und somit
die Beschleunigungstechniken eine gute Wirkung erzielen. Zusatzlich lassen sich sowohl
der exakte Algorithmus, als auch die Heuristik so erweitern, dass die fiir die Lésung zu
loschenden Vektoren ausgegeben werden. Fiir den exakten Algorithmus kann dich tiber
eine genauere Auswertung der Summe der d; erfolgen, also fiir welche Indexe i die Varia-
ble d; gleich 1 ist. Die Heuristik dagegen bestimmt die zu l6schenden Vektoren sukzessive,
welche somit direkt ausgegeben werden konnen.

3.5 Weitere Ansatze

Diskrete Matrix mit endlich vielen Werten Setzt man voraus, dass die Elemente
der Vektoren nur aus einer endlichen Menge mit Kardinalitdt [ stammen, so gibt es ["
viele Moglichkeiten fiir diese Vektoren. Damit ist die Anzahl der méglichen Hyperebenen
aus der Problemstellung UMFASSENDSTE HYPEREBENE beschrinkt durch

so=(,2 )

Diese Anzahl ergibt sich, da gegeniiberliegende Vektoren sich nur um den Faktor —1
unterscheiden und somit zusammengefasst werden kénnen. Aus den resultierenden {"/2
vielen Vektoren miissen n — 1 ausgewahlt werden, die die Hyperebene definieren. Mit
dieser Uberlegung kann ein Algorithmus abgeleitet werden, der eine Laufzeit von O(f(n)-
(nm)°M) besitzt, indem alle moglichen Kombinationen getestet werden.

Dieses Ergebnis ist offensichtlich nur theoretischer Natur und praktisch nicht relevant, da
n eine der beiden Eingabegrofien und in der Praxis meist nicht auf kleine Werte beschrankt
ist.
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Kapitel 4

Verwandte Probleme

In Abschnitt 1.5 und Kapitel 2 wurden eine Reihe von Problemen vorgestellt, die dqui-
valent zu MATRIXROBUSTHEIT sind. Ausgehend davon werden in diesem Kapitel Bezie-
hungen weiterer Problemstellungen zu MATRIXROBUSTHEIT betrachtet. Zunéchst wird in
Abschnitt 4.1 gezeigt, wie die Problemstellung des KANTENZUSAMMENHANGS auf Graphen
auf MATRIXROBUSTHEIT reduziert werden kann. Weiterhin lasst sich MATRIXROBUSTHEIT
auf DOMINATING SET reduzieren, wie im darauf folgendem Abschnitt 4.2 gezeigt wird.

In Abschnitt 4.3 wird zunéchst die Reduktion von MINIMUM CIRCUIT auf NULLRAUM
erlautert. Anschlieflend wird ein Fehler in der Reduktion von CLIQUE auf MINIMUM CIR-
cuIT aus [McC83] aufgezeigt. Diese Reduktion diente in [McC83] als Beweis der NP-Hérte
von NULLRAUM und hétte als NP-Hartebeweis fiir MATRIXROBUSTHEIT auf unendlichen
Korpern verwendet werden konnen.

4.1 Kantenzusammenhang

Um die NP-Harte des Problems der MATRIXROBUSTHEIT zu zeigen, konnte der folgen-
de Ansatz verwendet werden: Ein Graph wird als Matrix modelliert, wobei gelten soll,
dass die Position einer Zeile in der Matrix vernachlédssigbar ist, da diese Positionen bei
Rangberechnungen nicht beachtet werden. Anschlieend wird ein NP-hartes Graphenpro-
blem, passend zu der Graph-Matrix-Abbildung gesucht, um die NP-Héarte von MATRIX-
ROBUSTHEIT zu beweisen. Jedoch konnte im Zuge dieser Arbeit lediglich die Reduktion
des in Polynomialzeit berechenbaren [CLRS01] Problems KANTENZUSAMMENHANG auf
MATRIXROBUSTHEIT gezeigt werden.

Um das Problem KANTENZUSAMMENHANG zu definierten, werden zunéchst einige Begriffe
aus der Graphentheorie eingefiihrt.

Definition 4.1 Fin (ungerichteter) Graph G = (V, E) besteht aus einer Menge V' von
Knoten und einer Menge E von Kanten, welche 2-elementige Teilmengen von V sind.
Eine Kante {x,y} verbindet die Knoten x und y. Fin Weg in einem solchen Graphen ist
eine Folge von Knoten, wobei stets zwei aufeinander folgende Knoten durch eine Kante
verbunden sind. Fin Graph heifit verbunden, wenn es fir jedes Paar von Knoten einen
Weg gibt, der an dem einen Knoten beginnt und an dem anderen endet.

Eine Teilmenge U von E eines Graphen G = (V, E) heifit trennend, wenn der Graph nicht
mehr verbunden ist, nachdem die Kanten aus U geloscht wurden.
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4. Verwandte Probleme

1 2 3 4 5 6 7
al-1 1 0 0 0 0 0
bl-1 0 1 0 0 0 0
clo -1 1 0 0 0 o0
dlo -1 0 1 0 0 0
elo -1 0 0 1 0 0
flo o -1 0 1 0 0
gl 0 0 0 -1 1 0 0
hlo 0 0 -1 0 1 0
ilo 0 0 0 -1 1 0
klo o 0o 0 -1 0 1
I1lo o 0o 0o 0 -1 1

Abbildung 4.1: Beispiel einer Kantenmatrix eines Graphen

Das Problem des Kantenzusammenhangs ist nun wie folgt definiert. Zu einem gegebenen
zusammenhéngenden Graphen G = (V, FE) wird die Kantenzusammenhangszahl &'(G)
gesucht:

k(@) := min{|F|| F C F ist trennende Kantenmenge in G'}

Das zugehorige Entscheidungsproblem lautet:

Problem: KANTENZUSAMMENHANG

Instanz: Gegeben ist ein zusammenhingender Graph G = (V, E) und eine natiirliche
Zahl k.

Frage: Gibt es eine trennende Kantenmenge F' C E in G mit |F| < k?

Zunichst wird in diesem Abschnitt die Abbildung zwischen Graph und Matrix definiert
und gezeigt, dass sie eine Many-One-Reduktion von KANTENZUSAMMENHANG auf ELIMI-
NATION VON LINEARKOMBINATIONEN ist.

Definition 4.2

Es sei ein Graph G = (V, E) gegeben. Fine |E| x |V |-Matriz M wird Kantenmatrix ge-
nannt, wenn sie auf folgende Art und Weise gebildet wird. Jedem Knoten wird eine ein-
deutige Zahl aus {1,...,n} zugeordnet, und fir jede Kante e € E ezistiert genau eine
Zeile in M, die —1 an der Position des Endknotens mit der kleineren Nummer, 1 an
der Position des Endknotens mit der grofieren Nummer und O an allen anderen Stellen
enthdlt. Die hier definierte Abbildung kann offensichtlich in O(|E| - |V|) bei geeigneter
Graph-Reprasentation berechnet werden.

Das Beispiel in Abbildung 4.1 veranschaulicht diese Definition.

Um einen Zusammenhang zwischen Linearkombinationen von Vektoren und des Zusam-
menhangs in Graphen zu gewinnen, werden sogenannte Flisse in Graphen betrachtet.
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4.1 Kantenzusammenhang

Definition 4.3 Fiir einen Fluss f : V xV — RT zwischen zwei Knoten x und y in einem
Graphen G = (V, E) gilt das Flusserhaltungsgesetz

VwEV\{x,y}:Zf(v,w):() (4.1)
vFEW
und die Figenschaft
Vp.g €V : f(p,q) =—f(a,p) (4.2)

AujfSerdem muss ein Fluss zuldssig sein, d. h. fir eine gegebene Funktion ¢ : E — RU{oo}
die Bedingung
Vp,q e V:0<|f(p,g)l < c({p.q})

erfillen. Der Wert c(e) einer Kante e wird auch Kapazitidt von e genannt. Zu einem
solchen Fluss wird der sogenannte Flusswert |f| definiert

f1:=) " fl,v),

VT

wobei aufgrund der obigen beiden Figenschaften gilt:

If1 =) flxo) =) fv,y) (4.3)
vFET vF£Y

Abbildung 4.2 enthélt u. a. einen solchen Fluss in einem Graphen. Das folgende Lemma
zeigt nun, dass bestimmte Linearkombinationen der Zeilenvektoren einer Kantenmatrix
einem Fluss im zugehorigen Graphen entsprechen und umgekehrt.

Lemma 4.4

Es sei ein Graph G = (V, E) gegeben. Eine Linearkombination von Zeilenvektoren aus der
zugehorigen Kantenmatriz M, die wiederum einen Zeilenvektor aus M ergibt (mit —1 an
Position x und 1 an Position y), reprasentiert einen Fluss f von Knoten x zu Knoten y
mit dem Wert |f| = 1 in dem Graphen und umgekehrt. Jede Kante des Graphen habe dabei
die Kapazitit co, Kanten des Co-Graphen, also Kanten die nicht im Graphen enthalten
sind, die Kapazitdt 0.

Beweis:

Betrachtet wird zunéchst die Konstruktion einer Linearkombination aus einem gegebenen
Fluss. Es sei mit e;, der Zeilenvektor der Matrix M bezeichnet, der der Kante zwischen
2 und y entspricht. Aus dem Fluss f kann nun durch die Summe

z= Z flo,w) - ey
{vw}eEAv<w

eine Linearkombination abgeleitet werden. Fiir eine Komponente z* mit w € V kann wegen
des Aufbaus eines Zeilenvektors der Kantenmatrix und der festgelegten Kapazititen die
nachstehende Gleichung festgehalten werden:

Y = —1'Zf(w,v)+1-2f(v,w)

w<v v<w

Aufgrund der Eigenschaft (4.2) eines Flusses gilt:

2V = —I-Z—f(v,w)—i—l'Zf(v,w) = Zf(v,w)

w<v v<w vFEW
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4. Verwandte Probleme

Daraus folgt 2z = e,y da gilt:

Z$:Zf(v,$):—2f($,v):—|f| = -1

vET vFET

Zy:Zf(U7y):|f|:1
vE£Y

VweV —{x,y}: 2" = Zf(v,w):()
vFEW

Somit konnte aus dem gegebenen Fluss f zwischen x und y eine Linearkombination fiir
ezy abgeleitet werden. Um einen Fluss aus einer Linearkombination eines Zeilenvektors
von M zu Kkonstruieren, sei die Kombination durch

€xy = E kemu * Eyw)

{vw}eEAnv<w

also

e==1 3 ke, 1l > ke,

{v,w}eEA<w {w,v}eEAw<v
gegeben. Mit der Zuweisung
ke,, falls {v,w}e EAv<w
flo,w):=¢ —ke,, falls{v,w}e EAv>w
0 sonst

wird ein Fluss definiert, da wegen

Z f(U,’U)) = Z kevw - Z kevw = _e;uy

vAwW {vw}eEAnv<w {v,w}eEAv>w

offensichtlich die Flusseigenschaften (4.1) und (4.3) gelten. O

Die Abbildung 4.2 verdeutlicht den Zusammenhang zwischen einem Fluss in einem Gra-
phen und einer Linearkombination von Vektoren der zugehorigen Kantenmatrix.

Mithilfe dieser Erkenntnis, kann nun die Many-One-Reduktion von KANTENZUSAMMEN-
HANG auf MATRIXROBUSTHEIT gezeigt werden, was mittels der zu dem letzteren Pro-
blem &quivalenten Formulierung ELIMINATION VON LINEARKOMBINATIONEN (siche Ab-
schnitt 1.5) getan wird.

Problem: ELIMINATION VON LINEARKOMBINATIONEN

Instanz: Eine m x n-Sensitivitatsmatrix M tiber einem beliebigen Korper K mit Rang n,
m > n und eine positive ganze Zahl k.

Frage: Gibt es eine Zeile, die nach dem Loschen von k& — 1 anderen Zeilen der Sensiti-
vitdtsmatrix nicht mehr als Linearkombination der verbliebenen Vektoren dargestellt
werden kann?
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4.1 Kantenzusammenhang

~0,2-(~1,1,0,0,0,0,0)

v 0,2(-1,0,1,0,0,0,0)

v 0,5(0,-1,1,0,0,0,0

v 0,3(0,-1,0,1,0,0,0)

v+ 0.(0,-1,0,0,1,0,0

0,3 0 0,7 + 0,7(0,0,-1,0,1,0,0)
+  0(0,0,0,-1,1,0,0

10 0 )5 + 0,3(0,0,0,-1,0,1,0)
+ —0,3(0,0,0,0,-1,1,0)

03 0 + 0-(0,0,0,0,-1,0,1)
p +  0(0,0,0,0,0,-1,1)

60 O7 - (0,-1,0,0,1,0,0)

Abbildung 4.2: Beispiel zur Abbildung zwischen Fluss und Linearkombination. Auf der
linken Seite ist ein Graph mit einem Fluss zwischen den Knoten 2 und 5 dargestellt, wobei immer der
Flusswert f(x,y) fiir x < y an den Kanten abgebildet ist. Die rechte Seite zeigt die Linearkombination
aller Vektoren e,y auf Basis des Flusses, die ez 5 ergibt.

Theorem 4.5
Das Problem KANTENZUSAMMENHANG kann in Polynomialzeit auf ELIMINATION VON
LINEARKOMBINATIONEN reduziert werden.

Beweis:
0O.B.d. A. werden nur Graphen ohne Schlaufen betrachtet, da diese als kleine Kreise mit
je einem zusatzlichen Knoten modelliert werden kénnen.

Gibt es eine trennende Kantenmenge F' in G, so betrachte eine Kante e € F', deren
beiden Endpunkte nach dem Loschen der Kanten aus F' nicht mehr verbunden sind. Der
Zeilenvektor in der Kantenmatrix M, der e reprasentiert, kann nicht als Linearkombination
der anderen Zeilenvektoren aus M ohne die mittels F' geloschten Vektoren dargestellt
werden. Gébe es eine solche Linearkombination, wiirde aufgrund von Lemma 4.4 ein Fluss
zwischen den beiden Endpunkten der Kante existieren und der Graph ware trotz des
Loschens der Kanten aus F' noch verbunden. Ein Widerspruch.

Gibt es einen Vektor unter den geléschten, der sich nun nicht mehr als Linearkombina-
tion darstellen lasst, so existiert nach Lemma 4.4 auch kein Fluss zwischen den beiden
Endpunkten der entsprechenden Kanten, weshalb der Graph nicht mehr verbunden ist. O

Aufgrund der Tatsache, dass KANTENZUSAMMENHANG in Polynomialzeit berechenbar ist,
taugt es nicht, um zu beweisen, dass MATRIXROBUSTHEIT NP-hart ist. Aulerdem l&sst
die Einfachheit der Kantenmatrix vermuten, dass eine umgekehrte Reduktion von MA-
TRIXROBUSTHEIT auf KANTENZUSAMMENHANG nicht moglich ist und somit auch nicht
gezeigt werden kann, dass MATRIXROBUSTHEIT in Polynomialzeit berechenbar ist. Trotz-
dem kénnten die hier vorgestellten Ideen Ausgangspunkt weiterer Untersuchungen sein,
mit der die Komplexitdt von MATRIXROBUSTHEIT fiir unendliche Korper aufgezeigt wer-
den kann, in dem z.B. eine dhnliche Reduktion von einem NP-hartem Graphenproblem
auf MATRIXROBUSTHEIT gefunden wird.
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4. Verwandte Probleme

4.2 Dominating Set auf Split-Graphen

Ein weiterer Ansatz, die Komplexitdt von MATRIXROBUSTHEIT fiir unendliche Kérper zu
bestimmen, bestiinde in dem Beweis, dass MATRIXROBUSTHEIT auf ein in Polynomialzeit
berechenbares Problem reduzierbar ist. Auch dies wurde fiir diese Arbeit versucht, jedoch
konnte das zu MATRIXROBUSTHEIT dquivalente Problem ELIMINATION VON LINEARKOM-
BINATIONEN (siehe Abschnitt 1.5) nur auf das NP-vollstdndige Problem DOMINATING SET
auf sogenannten Split-Graphen reduziert werden.

Problem: DOMINATING SET
Instanz: Gegeben ist ein Graph G = (V, E) und eine natiirliche Zahl k.

Frage: Gibt es eine Menge von Knoten D C V mit |D| < k, so dass jeder Knoten von G
in D enthalten, oder er mit einem Knoten aus D verbunden ist, formal:

VoeV:(weDvVv3ide D:{d,v} e E)?

Die gefundene (i. A. nicht in Polynomialzeit berechenbare) Reduktion wird im Folgenden
vorgestellt. Dazu muss u. a. eine Teilmatrix von einer gegebenen Matrix definiert werden,
wofiir eine kompakte Schreibweise eingefiihrt wird.

Definition 4.6

Es sei eine m x n-Matriz gegeben. Ist C' eine Menge von Zeilenindizes (C C {1,...,n})
oder eine Menge von Zeilen (C C ZR(M) mit ZR(M) als Zeilenmenge von M ), sowie
D eine Menge von Spaltenindizes (D C {1,...,m}) oder eine Menge von Spalten (D C
SR(M) mit SR(M) als Spaltenmenge von M), so ist MEP die Matriz, die nur die Zeilen
aus M definiert durch C und die Spalten definiert durch D enthdlt. Das Zeichen e kann
hierbei als die Menge aller Zeilen bzw. aller Spalten verwendet werden, wodurch M©*® die
Matriz definiert, in der nur die Zeilen definiert durch C, aber alle Spalten enthdlt. Um
einzelne Zeilen bzw. Spalten zu loschen, ist die Schreibweise C/E hilfreich, wobei E eine
Menge von Indizes oder Zeilen bzw. Spalten ist. Die Matriz MC/E* enthdlt also nur die
Zeilen definiert durch C aufler der in E. Statt einer Menge von Zeilen bzw. Spalten kann
auch direkt eine einzelne Zeile bzw. Spalte angegeben werden.

Zur Berechnung von ELIMINATION VON LINEARKOMBINATIONEN wird im Folgenden ein
Algorithmus entwickelt, der sukzessive jeder Zeile der Sensitivitdtsmatrix betrachtet. Zu
jede Zeile analysiert er die moglichen Linearkombinationen, die diesen Vektor ergeben und
eliminiert diese, in dem er aus jeder Linearkombination einen beteiligten Vektor loscht.
Um die Anzahl der Linearkombinationen — wovon es potenziell unendlich viele geben
kann — auf endlich viele zu beschrianken, wird die nachstehende Definition verwendet.

Definition 4.7
Zwei Losungen ' = (¢}, ...,d,) und 2" = (cf,..., ) eines Gleichungssystems y = M - x

heifsen strukturell verschieden, wenn {i : ¢, # 0} # {i : ¢/ # 0}, also eini € {1,...,m}
existiert mit x} - ] =0, aber x # 0 und z] # 0.

Um ELIMINATION VON LINEARKOMBINATIONEN zu l6sen, wird also fiir jede Zeile I der
Sensitivitatsmatrix getestet, ob k—1 andere Zeilenvektoren aus der Matrix geloscht werden
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4.2 Dominating Set auf Split-Graphen

Input: m X n sensitivity matrix M, integer k > 0
Output: true or false > M ist robust bzgl. k bzw. ist es nicht

1: function MATRIXROBUSTNESS(M k)

2: for [ +— 1 tom do > YL, ..., Ym—1 seien die Zeilen der Matrix M*/b
3: solve Mb® = gz . M*/be

> {x1,...,2,} sei die Menge der strukturell unterschiedlichen Lésungen

> eine Losung sei von der Form z; = Zj:17...7m71 Qi Yj

4: create graph Gj having z1,...,2, and y1,...,ym—1 as its nodes
5: for (j, k) € {1,...,m —1}?> do
6: connect nodes y; and y; in G| > alle y; miteinander verbinden
7 end for
8: for (i,7) € {1,...,p} x{1,...,m—1} do
9: if a; ; # 0 then > wenn y; an Losung x; beteiligt,
10: connect nodes z; and y; in G| > dann x; mit y; verbinden
11: end if
12: end for
13: if DOMINATINGSET(G}, k — 1) return false
14: end for
15: return true

16: end function

Algorithmus 4.1: Losung von MATRIXROBUSTHEIT mittels DOMINATING SET

konnen, damit [ nicht als Linearkombination der verbleibenden Zeilenvektoren dargestellt
werden kann. Dazu werden fiir jede Zeile [ zunéchst alle strukturell unterschiedlichen
Losungen x1,...,x, von

Ml,o = . Mo/l,o

bestimmt, wobei die Losungen die Gestalt

zi= ) iy

j=1,...m—1

besitzen. Danach wird ein Graph generiert, der die Knoten x1,...,x, und y1,...,ym—1 be-
sitzt. Dabei werden alle Knoten y; miteinander verbunden und zudem die Paare (z;,y;),
bei denen y; an der Losung x; beteiligt ist, also o;; # 0. Auf diesem Graphen wird
anschlieBend DOMINATING SET mit dem Parameter k — 1 gelost. Gibt es ein solches Do-
minating Set, so ist die Matrix nicht robust bzgl. k. Gibt es dagegen zu keiner Zeile [ ein
solches Dominating Set, so ist die Sensitivitdtsmatrix robust bzgl. k. Dieses Vorgehen wird
in Algorithmus 4.1 zusammengefasst.

Die Korrektheit von Algorithmus 4.1 beweist das folgende Theorem, da MATRIXROBUST-
HEIT dquivalent zu ELIMINATION VON LINEARKOMBINATIONEN ist.

Theorem 4.8

Bricht Algorithmus 4.1 mit einer Fehlermeldung bei Betrachtung der l-ten Zeile ab, so ¢ibt
es k Zeilen (inklusive der l-ten Zeile), so dass nach deren Léschen die Sensitivitdtsma-
triz nicht mehr den vollen Rang besitzt. Bricht der Algorithmus nicht ab, gibt es keine k
Zeilen, so dass dieser Fuoll eintritt. Algorithmus 4.1 l6st also ELIMINATION VON LINEAR-
KOMBINATIONEN. Somit ist MATRIXROBUSTHEIT many-one-reduzierbar auf DOMINATING
SET.
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4. Verwandte Probleme

Beweis:

Angenommen der Algorithmus bricht bei der Betrachtung der [-ten Zeile mit ,,false“ ab,
d.h. es wurde ein Dominating Set D fiir den Graphen G; gefunden. Enthéalt D einen
Knoten z;, so kann stattdessen ein benachbarter Knoten y; gewahlt werden, was das
Dominating Set nicht vergrélert. Dies wird gesichert, da die Knoten y; alle untereinander
verbunden sind, wihrend die Knoten x; nicht miteinander verbunden sind. Daher kann
statt D stets ein Connected Dominating Set betrachtet werden, also ein Dominating Set C,
so dass alle Knoten von C miteinander verbunden sind.

Dieses Connected Dominating Set enthélt somit flir jeden Knoten x; einen mit x; verbun-
den Knoten y;, also fiir jede Gleichungssystem-Losung x; eine beteiligte Zeile y;. Wer-
den die Zeilen y; aus der Sensitivitatsmatrix geloscht, werden sozusagen alle Losungen
zerstort, d. h. die [-te Zeile ldsst sich nicht mehr als Linearkombination der restlichen Zei-
len darstellen. Wird nun noch die I-te Zeile geloscht (insgesamt also k Zeilen), hat die
Sensitivitdtsmatrix nicht mehr den vollen Rang.

Angenommen es eine I-te Zeile des Sensitivitdtsmatrix und k — 1 weitere zu l6schende
Zeilen, so dass sich die [-te Zeile nicht als Linearkombination der iibrig gebliebenen Zeilen
darstellen lisst. Dann ist an jeder Losung des Gleichungssystems MY® = z - M*/b® min-
destens eine geloschte Zeile beteiligt. Daher bildet die Menge mit den geloschten Zeilen
ein Connected Dominating Set fiir den Graphen des Gleichungssystems. Somit kann der
Algorithmus nur erfolgreich enden, wenn das Loschen von k Zeilen den Rang der Sensiti-
vitdtsmatrix nicht verringert. O

Die generierten Graphen fallen aufgrund der Konstruktion stets in die Klasse der Split-
Graphen, die aus einem Independent Set! und einer Clique? bestehen. Allerdings werden
nicht alle Split-Graphen erzeugt, da die Anzahl der Gleichungssystemlosungen (Indepen-
dent Set) durch die Anzahl der beteiligten Losungen (Clique) beschrankt ist. Diese Re-
duktion kann also nicht umgedreht werden.

Weiterhin kann laut des Beweises von Theorem 4.8 stets ein Connected Dominating Set
als Losung angenommen werden, sofern es eine gibt. Das Problem des CONNECTED Do-
MINATING SET ist jedoch auf Split-Graphen NP-vollstindig [Ber84, CP84].

Bei der hier vorgestellten recht naiven Definition von strukturell verschieden miissen ex-
ponentiell viele Losungen erwartet werden. Dazu betrachte man eine Matrix, bei der alle
Vektoren paarweise linear abhéngig sind. Dann ist jede Kombination von Vektoren eine
Losung des Gleichungssystems und alle Losungen sind strukturell verschieden. Aufgrund
dieser moglichen 2™ vielen Losungen ist auch der entstehende Split-Graph exponentiell
grof. Somit ist die Reduktion i. A. nicht in Polynomialzeit berechenbar. Im Falle der paar-
weise linear unabhéngigen Vektoren konnte man jedoch z.B. nur einzelne Vektoren als
Losung betrachten, da die Kombinationslosungen durch das Loschen der einzelnen Vekto-
ren auch zerstort wiirden.

Trotz der NP-Vollstandigkeit des Zielproblems konnte eine geschicktere Definition von
strukturell verschieden lohnenswert sein, wenn sich dadurch eine brauchbare Parametrisie-
rung finden liefle, die zu einem FPT-Algorithmus fiihrt, d. h. einem Algorithmus, der zwar
nicht-polynomiale Laufzeit besitzt, der nicht-polynomiale Anteil der Laufzeit aber nur von
einem bestimmten (in der Praxis moglichst kleinem) Parameter der Instanz abhéngt.

'Ein Independent Set ist eine Menge von Knoten, zwischen denen es keine Kanten gibt.
2Eine Clique ist eine Menge von Knoten, die allesamt miteinander verbunden sind.

o8



4.8 Das Nullraum-Problem

4.3 Das Nullraum-Problem

Bei der Suche nach einer Antwort auf die Komplexitétsfrage fiir MATRIXROBUSTHEIT auf
unendlichen Koérpern wurde die Arbeit [CP86] betrachtet. Darin fand sich die Aussage,
dass das zu MATRIXROBUSTHEIT &quivalente (sieche Abschnitt 2.1) Problem MINIMUM
CIrcuIlT NP-hart ist. Fiir den Beweis wird jedoch auf [McC83] verwiesen. Bei genauerer
Analyse der Arbeit von McCormick stellte sich allerdings heraus, dass der Beweis der
NP-Hérte einen Fehler beinhaltet. Dieser Fehler wird im Abschnitt 4.3.2 aufgezeigt.

In beiden Arbeiten wurde die vermeintliche NP-Vollstdndigkeit von MINIMUM CIRCUIT
zum Beweis der NP-Harte des NULLRAUM-Problems benutzt. Die dazu verwendete Re-
duktion aus [CP86] wird im folgenden Abschnitt prisentiert.

4.3.1 Die Reduktion von Minimum Circuit auf das Nullraum-Problem

Zunéachst werden der Begriff Nullraum und das NULLRAUM-Problem definiert. Anschlie-
Bend wird ein wenig Vorarbeit geleistet, um schliefilich die Reduktion von MiNIMUM CIR-
culT auf NULLRAUM zu zeigen. Die hier présentierten Ergebnisse wurden aus [CP86]
entnommen.

Definition 4.9
Der Nullraum einer m x n-Matriz M ist definiert als

N:=NWM):={zecR": M -2 =0}
Ein Vektor x € N(M) wird auch als Nullraumvektor der Matriz M bezeichnet.

Die Bestimmung einer Basis flir den Nullraum ein Matrix spielt eine grofie Rolle in der
sogenannten Nullraummethode zur Losung von linearen Gleichungssystemen [CH97]. Da-
bei wird eine Zielfunktion f(z) minimiert, wobei die Randbedingung Mz = b gewahrt
werden soll. Die Nullraummethode arbeitet in zwei Phasen: In Phase 1 wird ein zulassiger
Vektor y gesucht, also ein solcher, der die Nebenbedingung Mx = b erfiillt. In der zweiten
Phase wird ein Nullraumvektor z gesucht, so dass f(y + z) < f(y) ist. Diese Korrektur
wird in einer Schleife ausgefiihrt, bis keine Verbesserung mehr moglich oder gewiinscht ist.
Um effizient zu arbeiten, ist dazu eine Basis des Nullraums notig, die moglichst spéarlich
besetzt ist, also viele Nulleintréige beinhaltet. Dies fiihrt zu dem folgenden Problem:

Problem: NULLRAUM
Instanz: Eine Matrix M iiber einem beliebigen Kérper K.

Ziel: Finde eine am sparlichsten besetzte Matrix IV, deren Spalten den Nullraum von M
aufspannen.

Um eine Bezichung zwischen MINIMUM CIRCUIT — beschéftigt sich mit linearen Ab-
héngigkeiten — und NULLRAUM zu erhalten, werden die Vektoren des Nullraums betrach-
tet, die eine lineare Abhéngigkeit reprasentieren.
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4. Verwandte Probleme

Definition 4.10
Ein Nullraumvektor x = (z',...,2") der Matriz M mit den Spaltenvektoren sy, ..., sy,
entspricht einer Linearkombination dieser Spaltenvektoren auf folgende Art und Weise:

z ist Nullraumvektor & M -2 =0< sy -2t +- -+ 8, - 2" =0

Gilt © # 0, so kann aus dieser Linearkombination eine Menge linear abhdngiger Vektoren
bestimmt werden und umgekehrt, was im Folgenden als korrespondierend bezeichnet wird.
Ist diese Menge minimal (jede echte Teilmenge ist nicht linear abhéingig), so wird diese in
Anlehnung an die Matroidtheorie, siche Abschnitt 2.1, Kreis von M und der korrespon-
dierende Nullraumuvektor Kreis-Nullraumvektor genannt.

Als Vorbereitung fiir den Beweis der NP-Héarte des NULLRAUM-Problems wird im Fol-
gendem das Konzept der konformen Dekomposition eingefiihrt. Dies ist eine Moglichkeit,
einen Nullraumvektor durch Kreis-Nullraumvektoren darzustellen.

Definition 4.11
Zu einem Vektor x ist der Triger definiert als S(x) := {j |27 # 0}.

Definition 4.12
FEin Vektor x ist zu einem Vektor y genau dann konform, wenn gilt:

‘ ‘ ‘ +1 falls 27 >0
) #0 = sgn(x?) =sgn(y’) mit sgn(z?) == { —1 falls 27 <0
0 falls2? =0

Betrachtet man beispielsweise zwei Vektoren x,y mit sgn(x) = (+0—0+0) und sgn(y) =
(++—0+4+—), so ist x konform zu dem Vektor y, aber nicht umgekert. Auferdem gilt
generell, dass wenn ein Vektor x konform zu einem Vektor y ist, auch S(x) C S(y) gilt.

Lemma 4.13
Fir jeden Nullraumvektor x einer Matrix M gibt es ein Kreis-Nullraumvektor ¢ von M,
der zu diesem konform ist.

Beweis: ([CP86, Lemma 2.3])

Angenommen, die Aussage sei falsch. Dann kann ein Nullraumvektor = mit |S(z)| minimal
gewihlt werden, so dass es kein Kreis-Nullraumvektor von M gibt, der zu diesem konform
ist. Es sei ¢ ein Kreis-Nullraumvektor mit S(c) C S(z) und

J={ild #0 A sgn(d) #sgn(a’)}.
Die Menge J ist offensichtlich nicht leer, da ansonsten ¢ konform zu x sein wiirde. Es sei

weiterhin a := minj¢ s —27/c?. Damit ist @ > 0 und fiir z := 2 + a - ¢ gelten die Aussagen
der folgenden Ubersicht:

z[0 0 0 + + + - - -

cl0 + — 0 + — 0 + —
2[00 0 oM + 4+ 0/+® — 0/-® -
(1)a=0 (2)z<0 =0 —Z < a Widerspruch. (3) 2 < 0= —2Z < a Widerspruch.
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4.8 Das Nullraum-Problem

Somit ist z konform zu x und es es gilt S(z) C S(z), da fiir mindestens ein j gilt 27 = 0,
wobei 27 > 0 oder 7 < 0. Aufgrund der Wahl von x gibt es einen Kreis-Nullraumvektor
d, der konform zu z ist. Aber dann ist auch d konform zu z, ein Widerspruch. O

Lemma 4.14
Jeder Nullraumuvektor x einer Matriz M kann als Summe von verschiedenen Kreis-Null-
raumuvektoren

r=c1+-+¢

geschrieben werden, wobei jeder Kreis-Nullraumvektor c; konform zu dem Vektor x ist.
Diese Summe wird auch als konforme Dekomposition bezeichnet.

Bewets: (|[CP86, Lemma 2.4])
Nach Lemma 4.13 gibt es einen Kreis-Nullraumvektor di, der zu = konform ist. Wéhle
eine beliebige Position j mit ¢ # 0 aus, anhand der dieser Vektor an x normiert wird:

)

:—j.d
dl

C1

Damit kann x nun geschrieben werden als z = ¢; + (v — ¢1), wobei S(x — ¢1) C S(x) ist.
Dieses Verfahren wird nun induktiv fortgefiihrt, bis S(x —¢1 — -+ —¢,) = @. O

Das Konzept der konformen Dekomposition wird im folgenden Theorem benutzt, um die
Zusammensetzung einer Nullraumbasis zu charakterisieren.

Theorem 4.15
Jeder Vektor einer am spdrlichsten besetzten Matriz N, deren Spaltenvektoren eine Null-
raumbasis bilden, ist ein Kreis-Nullraumuvektor.

Beweis: ([CP86, Theorem 2.6])

Angenommen ein Vektor n dieser Basis sei kein Kreis-Nullraumvektor. Dann kann nach
Lemma 4.14 dieser in eine Summe von Kreis-Nullraumvektoren n = ¢ + - - - + ¢, zerlegt
werden. Da n linear unabhéngig von den anderen Vektoren aus der Basis ist, muss einer der
Kreis-Nullraumvektoren ¢; aus der Summe es ebenso sein. Da ¢; ein Kreis-Nullraumvektor
ist, gilt S(¢;) C S(n). Somit ist ¢; spérlicher als n und kann n in der Basis ersetzen. Die
entstehende Basis wére sparlicher als die urspriingliche, ein Widerspruch. O

Diese Charakterisierung sollte die Grundlage fiir den Beweis der NP-Héarte des NULLRAUM-
Problems liefern. Aufgrund der Tatsache, dass der dafiir notwendige Beweis aus [McC83]
der NP-Harte von MINIMUM CIRCUIT nicht korrekt ist, kann nicht gezeigt werden, dass
NULLRAUM auch fiir unendliche Raume NP-Hart ist. Jedoch kann die folgende Reduktion
vom NULLRAUM-Problem auf MINIMUM CIRCUIT verwendet werden, um die NP-Hérte
des NULLRAUM-Problems fiir endliche Korper zu zeigen.

Theorem 4.16
Das NULLRAUM-Problem fiir endliche Korper ist NP-hart.

Bewets: (in Anlehnung an [CP86, Theorem 3.2])

Nach Theorem 4.15 sind alle Vektoren in einer am sparlichsten besetzten Nullraumbasis
flir eine Matrix M Kreis-Nullraumvektoren. Damit ist auch einer der am sparlichsten
besetzen Kreis-Nullraumvektoren in dieser Basis enthalten. Der korrespondierende Kreis
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Input: m X n matrix M having rank r
Output: m x n — r matrix N, such that the rows of N span the nullspace of M

1: function NULLSPACE(M)

2: N «— o

3: fori« 1ton—rdo

4: find a sparsest nullvector n;, such that RANK(n1,...,n;)=1
5: N «— NU {TLZ}

6: end for

7: end function

Algorithmus 4.2: Greedy-Algorithmus fiir das NULLRAUM-Problem

braucht lediglich auf die Anzahl seiner Nicht-Null-Eintriage gepriift und mit k verglichen
werden, um das Problem MINIMUM CIRCUIT mit der Matrix M und dem Parameter &
als Eingabe zu 16sen. Da MINIMUM CIRCUIT fiir endliche Kérper NP-vollstandig ist, muss
demzufolge das NULLRAUM-Problem fiir endliche Koérper NP-hart sein. O

Bemerkung 4.17
In [CP86] wird weiterhin gezeigt, dass der Greedy-Algorithmus 4.2 das NULLRAUM-Pro-
blem 16st.

Allerdings zeigt der Beweis von Theorem 4.16, dass das Finden eines am spérlichsten
besetzten Nullraumvektors (Schritt 4 im Algorithmus) dem Lésen von MINIMUM CIRCUIT
gleichkommt. Damit besitzt Algorithmus 4.2 die Laufzeit O((n—r)- f(n,m)), wobei f(n,m)
die Laufzeit von MINIMUM CIRCUIT ist.

4.3.2 Fehlerhafte Reduktion von Clique auf Minimum Circuit

Um die NP-Hérte des NULLRAUM-Problems zu zeigen, berufen sich sowohl [CP86] als auch
[McC83| auf die NP-Héarte von MINIMUM CIRCUIT, die in [McC83] durch eine Reduktion
von CLIQUE bewiesen werden soll.

Problem: CLIQUE
Instanz: Ein ungerichteter Graph GG und eine positive ganze Zahl m.
Frage: Besitzt G eine Clique der Grofie m?

Der in [McC83| zu dieser Reduktion vorgestellte Beweis lautet wie folgt, wobei mit MCP
das Problem MINIMUM CIRCUIT und mit NSP das NULLRAUM-Problem bezeichnet wird.

Behauptung 4.18 (Theorem 3.3.6 aus [McC83])
MCP is NP-Complete, and thus NSP is NP-hard.

Beweis:

Given a graph G with v vertices and e edges, construct a (v + (7’21) —m — 1) X e sparsity
pattern A(G) as follows. [Anm.: Ein Sparsity Pattern ist eine Matriz mit 0 und X als
FEintrage, wobei das Zeichen x fir einen beliebigen Nicht-Null-FEintrag steht.] Index the
first v rows of A(G) with the vertices of G, and its columns with the edges of G. Make
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aj ik} 7 0 when i = j or i = k, so that the first v rows of A(G) have the same sparsity
pattern as the vertex-edge incidence matrix of G. For row i > v, set a;. # 0 for all e.

Suppose that A(G) has a circuit C with |C| = ¢ < (7). Let d = (") —c, so that d > 0. Since
C is a circuit, Aec [Anm.: in dieser Arbeit als A>C geschrieben] has ¢ — 1 non-zero rows.
Because the (7)) —m—1 non-vertex rows are among these, Aqc has (c—1)—(('y) —m—1) =
m—d non-zero vertex rows. Denote the set of such rows by R, and denote by f the number
of edges in the subgraph of G induced by the vertices in R. Since |R| = m — d vertices
can induce at most (m; d) edges, f < (m; d). But surely all the edges in C' are among
those induced by R, so that f > ¢ = (g”) — d. Putting these inequalities together yields

(”21) —d<e< (m;d). [Anm.: Die Variable e muss in dieser Formel durch f ersetzt wer-

den.] However, it is easy to show that when m > 3 (which can be assumed without loss of
mfd)

generality), () —d > (™,
Thus every circuit C' of A(G) must satisfy |C| > (TQ”) Suppose that G has an m-clique,
say on the vertices in the set R (so that |R| = m), and with the (") edges in the set C.
Since |R| 4 (number of non-vertex rows) = (') — 1 = |C| — 1, it is easy to verify that C
is a circuit.

Conversely, suppose that A(G) has a circuit of size (Z‘), and let R be the m non-zero
vertex rows in Aec. Let f again be the number of edges in the subgraph of G induced by
R. As above, it must be true that f > |C| = (7}'). But m vertices can induce at most ()
edges, implying that f < (7). Hence f = ('), and the vertices in R are an m-clique.

Thus G has an m-clique if and only if the girth of A(G) is (Tg) If there were a polynomial
algorithm for MCP it could be used to determine the girth of A(G), and thereby determine
whether G has an m-clique. But the m-Clique Problem is NP-Complete, and so MCP must
also be NP-Complete. Therefore solving NSP is NP-Hard, since (as shown above), solving
NSP also solves MCP. (]

Beispiel 4.19 (Gegenbeispiel zu Behauptung 4.18)
Betrachte den Graphen G mit v = 4 Knoten und e = 6 Kanten in Abbildung 4.3. Der
Parameter m sei auf 4 gesetzt.

y
U Oc
Abbildung 4.3: Graph fiir das Gegenbeispiel zu McCormicks NP-Héartebeweis flir MINIMUM
CIrculT

Daraus wird die im Beweis von Behauptung 4.18 beschriebene Konstruktion eines Sparlich-
keitsmusters durchgefiihrt. In Abbildung 4.4 ist sowohl das Ergebnis, als auch (eine mogli-
che) Ausprigung als Matrix gegeben.
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a B v & & o a B v 6 & g
alx 0 0 x x 0 al—-1 0 0 -1 -1 0
blx x 0 0 0 x b|1 -1 0 0 0 -1
c|l0 x x 0 x 0 c| O 1 -1 0 1 0
dl0 0 x x 0 x d| 0 0 1 1 0 1

X X X X X X 1 -1 1 1 1 -1

Sparlichkeitsmuster Matrix

Abbildung 4.4: Spérlichkeitsmuster und Matrix fiir das Gegenbeispiel zu McCormicks NP-
Hartebeweis fiir MINIMUM CIRCUIT

Im zweiten Absatz des Beweises wird ein Kreis C' mit |C| < (")) angenommen und diese
Annahme widerlegt. Das obige Beispiel liefert jedoch den Kreis C' := {«,3,7,0} mit
c:=|C| =4 < () = 6. Der Beweis fiihrt die Variable d = (7)) — c ein. Hier gilt also
d=6—4=2>0. Da C ein Kreis ist, wird geschlussfolgert, dass die Matrix

-1 0 0 -1
1 -1 0 0
A= 0 1 -1 o0
0 0 1 1
1 -1 1 1

¢ — 1 = 3 Nicht-Nullzeilen besitzt. Dies gilt, da jede (¢ — 1-elementige) Teilmenge von C'
linear unabhangig ist. Damit ist der Rang der durch diese Menge induzierten Matrix gleich
¢ — 1. Um dies zu sichern, miissen auch ¢ — 1 Nicht-Nullzeilen in der induzierten Matrix
vorhanden sein und somit auch in A*C. AnschlieBend miissen jedoch die zusétzlichen
(")) —m—1=1 Zeile(n) abgezogen werden, da diese in A*® vorhanden sind. Somit kann
gefolgert werden, dass es mindestens (c— 1) — (('y) — m — 1) = m — d = 2 Nicht-Nullzeilen
gibt, die Knoten reprasentieren. Die Menge dieser Zeilen wird mit R bezeichnet, wobei
hier R C {a,b,c,d} mit |R| = 2 gewahlt werden kann. Die Variable f soll die Anzahl der
Kanten in dem durch die Knoten aus R induzierten Graph bezeichnen. Also ist im Beispiel
f =1, da es nur zwei Knoten in R gibt, die alle miteinander verbunden sind. Auch die
néchste Schlussfolgerung ist korrekt, da |R| = m — d gilt, konnen héchstens (™, d) Kanten
induziert werden, in diesem Fall f < 1.

Jedoch sind nicht alle Kanten aus C unter denen, die durch R induziert werden, was klar
im Beispiel zu erkennen ist. Dies kann allgemein nicht geschlussfolgert werden, da in R
i. A. weniger Knoten enthalten sind, als durch die Kanten aus C' induziert wird. Zusam-
menfassend lasst sich also sagen, dass nicht angenommen werden kann, dass jeder Kreis
mindestens (Tg) Vektoren umfasst. Der Beweis kann daher so nicht fortgefiihrt werden.

Wegen des Fehlers in dem Beweis von Behauptung 4.18 ist die Komplexitat des NULL-
RAUM-Problems fiir unendliche Korper weiterhin offen. Lediglich fiir endliche Korper kann
die NP-Vollstandigkeit von MINIMUM DISTANCE (siehe Abschnitt 2.3) aufgrund der Aqui-
valenz zu MINIMUM CIRCUIT (siche Abschnitt 2.2) iibertragen werden.

Allerdings liefert die Reduktion von NULLRAUM auf MINIMUM CIRCUIT einen weiteren
Grund, die Komplexitat von MATRIXROBUSTHEIT fiir unendliche Kérper zu untersuchen,
da fiir NULLRAUM auch hauptséchlich unendliche Korper interessant sind.
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Kapitel 5

Zusammenfassung und Ausblick

Zusammenfassung Untersucht wurde die Komplexitit des Problems MATRIXROBUST-
HEIT. Dieses wurde unter Verwendung der Sensitivitdtsmatrix, wie sie in [AP05] vorgestellt
wurde, aus einer elektrotechnischen Problemstellung abgeleitet. Dabei soll gepriift werden,
ob eine zu einem gewissen Grad ausfallsichere Verteilung von Messgeraten in einem gege-
benen Stromnetz vorliegt.

MATRIXROBUSTHEIT wurde mit einer Reihe von Problemen in Beziehung gesetzt, wie in
Abbildung 1.3 zu sehen ist. Komplexitéitstheoretisch am interessantesten sind dabei die
Aquivalenzen zu MINIMUM CIRCUIT und MINIMUM DISTANCE, wobei MINIMUM DISTAN-
CE im Sinne von der Verwendung unendlicher Korper etwas allgemeiner aufgefasst wurde,
als dies i. A. getan wird. Das ist auch der Grund, warum die Ergebnisse zu Komplexitéts-
betrachtungen von MINIMUM DISTANCE zunéchst nur fiir MATRIXROBUSTHEIT mit endli-
chen Korpern tibertragbar sind. Die Frage nach der Komplexitit von MATRIXROBUSTHEIT
(und den dquivalenten Problemen) fiir unendliche Korper bleibt offen.

Jedoch motivieren die hier vorgestellten Zusammenhénge eine erweiterte Betrachtung von
MiniMUM DISTANCE oder der dquivalenten Problemstellungen, da sowohl die Komplexitat
von MATRIXROBUSTHEIT, als auch von dem NULLRAUM-Problem fiir unendliche Kérper
bestimmt werden kann. Die Vielfalt der hier vorgestellten dquivalenten Probleme bieten
viele Ansatzpunkte filir weitere Untersuchungen.

In einer Arbeit von McCormick [McC83] wurde ein vermeintlicher NP-Vollstandigkeits-
beweis fiir MINIMUM CIRCUIT gefunden, der die Komplexitdt von MATRIXROBUSTHEIT
auch fir den Fall den unendlichen Korper hatte bestimmen kénnen. Das dort vorgestellte
Ergebnis konnte jedoch nicht bestétigt werden, vielmehr wurde ein Fehler gefunden, der
in Abschnitt 4.3.2 vorgestellt wurde.

Neben den bisher genannten Problemstellungen konnte MATRIXROBUSTHEIT weiterhin
mit den Graphentheorie-Problemen KANTENZUSAMMENHANG, sowie DOMINATING SET
in Beziehung gesetzt werden, woraus evtl. weitere Ansatzpunkte zur Untersuchung der
Komplexitat von MATRIXROBUSTHEIT gewonnen werden konnen.

Aufgrund der auch fiir unendliche Korper zu vermutenden NP-Vollstandigkeit von MA-
TRIXROBUSTHEIT wurde — basierend auf einer weiteren Problemformulierung — ein Mi-
xed Integer Linear Program geschrieben, welches MATRIXROBUSTHEIT exakt 16st. Zusatz-
lich wurde eine Polynomialzeit-Heuristik prasentiert, die allerdings keine exakte Losung
bestimmt. In die Algorithmen wurden diverse Verbesserungen implementiert, welche dazu
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flihrten, dass die von der Firma DIgSILENT GmbH bereitgestellten Beispiele in annehm-
barer Zeit gelost werden konnten.

Ausblick Wie bereits erwahnt, blieb eine Antwort auf die Komplexitétsfrage zur MA-
TRIXROBUSTHEIT auf unendlichen Korpern aus. Aufgrund der Aquivalenzen zu verschie-
denen wichtigen Problemen erscheint eine weitere, tiefergehende Untersuchung jedoch loh-
nenswert. Neben einem moglichen Beweis der NP-Héarte von MATRIXROBUSTHEIT konnte
die W1]-Hérte dessen gezeigt werden. Ein Problem ist W[l]-hart, wenn es keinen FPT-
Algorithmus (fixed parameter tractable) gibt. Ein solcher Algorithmus besitzt als Teil der
Eingabe Parameter, wobei die Laufzeit des Algorithmus prizipiell nicht polynomial sein
muss. Der nicht polynomiale Anteil daran darf jedoch ausschliefllich von den Parametern
abhingen. Wenn in der Praxis die entsprechenden Parameter stets klein sind oder nur
langsam mit der Grofle der Probleminstanz anwachsen, kann ein entsprechender FPT-
Algorithmus effizient zur Losung des Problems eingesetzt werden.

Betrachtet man speziell MATRIXROBUSTHEIT und die zugrunde liegende Sensitivitatsma-
trix, so kénnte die Analyse und Ausnutzung der Eigenschaften dieser Matrix evtl. bessere
als die in dieser Arbeit vorgestellten Algorithmen liefern. Ein Ansatzpunkt hierbei wére ei-
ne Blockstruktur der Sensitivitdtsmatrix der folgenden Art, welche in den aus elektrischen
Netzwerken gewonnen Beispielen oft in Ansétzen erkennbar war.

S1 0
So
0 S
Sind Sy, ...,5; wiederum Matrizen, so konnte der in der vorliegende Arbeit vorgestellte

MIP-Algorithmus auf diese angewendet und das Minimum iiber alle Losungen als endgiilti-
ges Ergebnis bestimmt werden. Dies wire moglich, da es keine blockiibergreifenden linea-
ren Abhéngigkeiten gibt. Damit wére ein FPT-Algorithmus mit der Blockgréfle dieser
Matrizen als Parameter denkbar. Weiterhin konnte untersucht werden, inwieweit die Ver-
arbeitung von blockiibergreifenden Zeilen moglich wére, um den Algorithmus auch auf
allgemeinere Probleminstanzen anzuwenden.

Die urspriingliche Idee hinter dieser Arbeit bestand in der Untersuchung des Problems
der optimalen Messgerdteverteilung in einem Netz, welches auch als Optimal Meter Place-
ment (OMP) bekannt ist und in dieser Arbeit in Bezug auf die Sensitivitdtsmatrix als das
Problem MINIMALE ROBUSTE SUBMATRIX definiert wurde. In der in Abschnitt 1.3 referen-
zierten Literatur gibt es dazu bereits mehrere Ansétze, wobei einige auch einfache Mess-
geréteausfall-Szenarien betrachten. Fortfiihrende Arbeiten kdnnten bekannte Algorithmen
fiir andere Observierbarkeitsmodelle als Basis zur Losung von MINIMALE ROBUSTE SUB-
MATRIX verwenden, neue entwickeln oder Komplexitatsbetrachtungen dazu durchfiihren.
AuBlerdem ware OMP mit Absicherung gegeniiber komplexeren Ausfallszenarien ein inter-
essantes Forschungsfeld.

Bei der Betrachtung von OMP oder der Observability Analysis sind weiterhin Ansétze jen-
seits der Sensitivitdtsmatrix moglich, wie auch die Literatur zeigt (siehe Abschnitt 1.3).
Ein evtl. moglicher Ansatz wire eine graphentheoretische Modellierung der Uberwachbar-
keit, welche genau wie das Sensitivitdtsmatrix-Modell nicht auf wenige Messgeratetypen
beschrankt ist.
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